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^ INTRODUCTION 



1 . On appelle variable toute quantité qui, dans une même 
^ question d'analyse, peut prendre un nombre indéfini de 
r valeurs différentes. Une constante est une quantité qui, dans 

une même question, conserve une valeur fixe et déterminée. 

Les variables sont ordinairement désignées par les dernières 
lettres jc, y, ... de l'alphabet, et les constantes par les premières 
lettres a, b„. 

Il est souvent commode de recourir à la représentation 
géométrique suivante des nombres : Après avoir marqué sur 
un axe (indéfini) X' X une origine O et une unité de 

Fig. 1. 

1 1 ' 1 1 1 ' f 1 + Y 

X' A' -2 -L 11 2 A C B A 

longueur O 1, on convient de représenter un nombre positif a 

par le point A de O X dont Y abscisse O A a pour mesure û, 

et le nombre négatif (— a) par le point A' de OX' dont 

V abscisse OA' a pour mesure a. 

On dit qu'un nombre c appartient à Vintervalle (a, b) 

lorsque 

a ^, c '^ b; 

a tt b sont les bornes ou les extrémités de l'intervalle. 

Si A, B, C sont les points représentatifs des nombres a, ô, c, 
C appartient nécessairement au segment A B. - 

2. On dit qu'une variable y est fonction d'une autre 
variable jc, lorsqu'à toute valeur de x correspond une valeur 
déterminée de y. 

On représente une fonction de x qu'on ne veut pas 
spécifier, par une notation telle que F (x), / (jc), (p (jc), ... ; 
la valeur que prend cette fonction pour une valeur donnée 
JC = a, est alors désignée respectivement par F(a),/(a), 9? (a),... 

Neuberg. - Algèbre. 1 
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Une fonction de x est dite explicite lorsqu'elle est exprimée 
au moyen de x par des signes connus, indiquant les 
opérations à faire sur une valeur donnée de x pour en tirer 
celle de la fonction ; telles sont les fonctions 3 + 2jc — Sjc^, 
log (5 x^ — 3), ... Quand il n'en est pas ainsi, la fonction 
est dite implicite] ainsi, étant donnée l'équation 

f — Ay + x^ — 2x ^ 0, 

y est une fonction implicite de x. 

On obtient une représentation géométrique d'une fonction 
y -- f{x) en construisant la courbe dont les points ont pour 
abscisse et ordonnée un système de valeurs de x et j 
satisfaisant à la relation y = /{x). 

3. On appelle fonction entière de x toute expression de 
la forme 

/\q X + Al X 4" ." "F Am — 1 X + Am, 

les exposants de x étant des nombres entiers positifs, et les 
coefficients Aq, A^, ... A m des constantes quelconques. 

Le quotient de deux fonctions entières de x est une 
fonction nommée fraction rationnelle. 

Une fonction irrationnelle de x est une expression qui 
renferme un ou plusieurs radicaux portant sur des fonctions 
de x; telles sont les expressions 



\f^ y/ax + b 




Il est sousentendu que les indices des radicaux ne 
dépendent pas de x. 

Plus généralement, y est une fonction algébrique de x 
lorsque la dépendance entre ces variables peut être exprimée 
par une équation de la forme 

AoJ"» I Aij;'"-' ( ... f Am-iJ + A„ ^ 0, 

où les coefficients Ao, Ai, ... , Am-i, Am sont des fonctions 
entières de x. Les fonctions entières de x, les fractions 
rationnelles et les fonctions irrationnelles de x sont des 
fonctions algébriques. 

Les fonctions non algébriques sont appelées /f?/ïrf^//s trans- 
cendantes. Les plus simples sont la fonction exponentielle û^, 
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là fonction logarithmique log jc, les fonctions trigonométriques 
(circulaires) directes sin ;:, cos x, tg x, cotg x, séc x, coséc x^ 
et les fonctions trigonométriques inverses ou fonctions cyclo- 
métriques arc sin jc, arc cos jc, etc. 

4. Si une variable u dépend de plusieurs autres jc, y,... de 
telle sorte, qu'à tout système de valeurs de celles-ci corres- 
ponde une valeur bien déterminée de u^ on dit que u est 
une fonction de x, j,.... Par exemple, le volume d'un cylindre 
droit est une fonction du rayon de la base et de la hauteur. 

Une fonction des variables jc, j;,... se désigne souvent par 
Tune des notations F (x, j,...), / (;:, j,...), (p (jc, j,...), et la 
valeur de la fonction qui correspond aux valeurs données 
JC = a, j = ô,... s'indique par F (a, 6,...), /(a, 6....),... 

On obtient une représentation géométrique d'une fonctiôu 
z=/(jc,j) de deux variables en considérant Jc,j, z comme 
les coordonnées d'un point rapporté à trois axes. 

Les variables qui entrent dans une même question, 
dépendent toujours les unes des autres. Celles dont les valeurs 
sont regardées comme arbitraires, ont reçu le nom de 
variables indépendantes ; les autres, dont les valeurs sont 
déterminées par celles des premières, sont des fonctions de 
celles-ci et sont aussi appelées variables dépendantes. Ainsi, 
si l'on donne deux équations entre trois variables jc, y et z, 
on peut choisir z comme variable indépendante et regarder 
jc et j; comme des fonctions de 2. 

Les épithètes : explicite, implicite, entière^ rationnelle^ 
irrationnelle^ algébrique, transcendante, se transportent faci- 
lement aux fonctions de plusieurs variables. 

Exercices. 

1. Représenter graphiquement la variation du périmètre ou de l'aire 
d'un cercle avec le rayon. 

2. Construire les lignes qui correspondent aux équations 

j = 2 jc3 , yi ^ -^x'^ , y =. x^ , y = sin X, y = sin^ x, 

.V = tg X, y = a^ , y = E (x), y ^ xE{xl y2 ^ xE (x). 
On représente par E(jc) le plus grand nombre entier contenu dans x; 

ainsi E {^) = 2, E (7) = 7, E (- ~-) - - 3. 
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CHAPITRE L 

IMAGINAIRES 



PRÉLIMINAIRES. 

5. Définitions. — On appelle expression imaginaire, quan- 
tité complexe ou, simplement, imaginaire y toute expression de 

la forme a + | — /^-, dans laquelle le radical porte sur une 
quantité essentiellement négative ( - /^^). De telles expressions 
se sont présentées dans la résolutioîi des équations du second 
degré. 

On convient (V étendre aux imaginaires les règles démontrées 
pour les quantités réelles. D'après cela, on écrit 



et l'expression « + ] — P'^ est ramenée à la forme a + /^ } — 1. 

Le symbole i~— f est souvent désigné par la lettre / et 
appelé Vunité imaginaire ; le type général d'une imaginaire 
est donc a + bi, a ei b étant des nombres positifs ou 
négatifs. 

Si 6 = 0, on admet que a + bi se réduit à a ; par là, 
les quantités réelles sont renfermées comme cas particuliers 
dans les imaginaires. 

Lorsque a = 0, on a Vimaginaire pure bi. 

On appelle imaginaires conjuguées deux imaginaires a + bi 
et fl — bi qui ne diffèrent que par le signe du coefficient de /. 

On appelle module ou mieux valeur absolue d'une imagi- 
naire la racine carrée de la somme des carrés de la partie 
réelle et du coefficient de /, cette racine étant prise positi- 
vement. Le carré du module a reçu le nom de norme. 

Le module de û + bi est donc égal à + } fl^ + 62. on 
le représente par mod (a + bi) ou par ' a + bi . Par exemple : 

I 3 + 4/ I = + 5. 1 5 - - y — 3 ' = + l'28! 

Le module d'un nombre réel, positif ou négatif, est sa 
valeur absolue. 

Le symétrique d'un nombre est ce nombre changé de signe. 
D'après cela, 6,7 et - 6,7, — 3 + 2/ et 3 — 2/ sont des 
nombres symétriques. 
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6. Imaginaires égales. - Deux expressions imaginaires sont 
dites égales quand les parties réelles sont égales entre elles 
ainsi que les coefficients de /; autrement dit, l'égalité 

a + bi= a! -\- bH 

implique les deux égalités a = a\ b = b\ 
En particulier, l'égalité a + bi = exige a = 0, 6 = 0. 

7. Théorème. — Pour qu'une imaginaire soit nulle, il faut 
et il suffit que son module soit nul. 

En effet, Tégalité a + bi = suppose a = 0, b = 0; 
donc ffl2 -Ç^2 ^ 0. Réciproquement, si a'^ + b^ = 0, on a 
fl = 0, 6 = 0. 

8. Torme trigonométrique des imaginaires. — Toute imagi- 
naire a + bi est réductible à la forme r (cos o + i sin o). 

Car réquation 

a ^ bi = r (cos ^ + i sin 0) 
se décompose en deux autres (6) : 

û = r cos 0, b = r sin o, (1) 

d'où Ton tire 

On convient de prendre positivement le radical, r est 
donc le module de l'imaginaire. 

IL 

L'égalité tg o = donne pour o deux valeurs com- 
prises entre et 27i, mais les égalités (1) montrent que cos o 
a le signe de a et sin o celui de 6, et ces signes déterminent 
le quadrant auquel appartient 0. Soit ro l'arc unique compris 
entre et 2jt et répondant aux formules (1) ; on pourra 
poser i) = O) + 2n jt, n étant un nombre entier quelconque, 
positif, négatif ou nul. 

L'arc est appelé l'argument, Vamplitude ou la phase de 
l'imaginaire a + bi] il n'est déterminé qu'à un multiple de 
271 près. 

Remarque. Si deux imaginaires sont égales, leurs modules 
sont égaux et leurs arguments diffèrent d'un multiple de 2n, 

9. Représentation géométrique des imaginaires. 

I. Soient O X, O Y deux axes de coordonnées rectangulaires. 
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On œnvient de représenter t imaginaire z = a + bi par le 
point Z (fig. 2) ayant pour abscisse a et pour ordonnée b. 

Fig. 2. 
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En particulier, les nombres réels sont représentés par les 
points de Taxe X'X et les imaginaires pures par les points 
de Taxe Y' Y. Aux quatre imaginaires 

a -\- biy — a -\- bi, — a — bi, a — bi, 

correspondent les sommets Z, Z\ T\ Z'" d'un rectangle 
symétrique par rapport aux deux axes coordonnés (fig. 3). 

II. Prenons OX pour axe et O pour pôle ; les coordonnées 
polaires de Z sont r=OZ, e = XOZ. 

Or, le triangle POZ donne 

r = 1^2 + ô^ , û = r cos 6, b = r sin e ; 

on en conclut que le module et F argument cTune imaginaire 
sont les œordonnées polaires du point qui la représente, 

10. Vecteurs. — On appelle vecteur AB un segment recti- 
ligne A B dont on considère à la fois la longueur et la 
direction ; il est supposé parcouru par un mobile allant de 
Yorigine A à l'extrémité B. Deux vecteurs situés sur la même 
droite ou sur des droites parallèles sont dits avoir la même 
direction ou des directions opposées^ suivant qu'ils sont de 
même sens ou non. 

Deux vecteurs sont égaux ou équipollents lorsqu'ils ont 
même longueur et même direction. 

Etant donnés plusieurs vecteurs, par exemple AB, A'B',A"B", 
A'"B"' (fig, 4)^ que nous désignons par û, a\ û", a'", on appelle 
somme ou résultante de ces vecteurs le vecteur O Q qui va de 
l'origine à l'extrémité d'une ligne brisée OMN PQ dont les côtés 
O M, M N, N P, P Q sont respectivement équipollents aux 
vecteurs donnés ; on écrit 

OQ = a + û' + fl" + û"'. 
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Cette somme jouit de toutes les propriétés de la somme 
algébrique. Ainsi, on peut remplacer deux termes MN et 

Fig. 4. Fig. 5. 





NP par leur somme effectuée MP (propriété associative) , On 
peut aussi intervenir Tordre des termes (propriété œntma- 
tative) ; par exemple, le parallélogramme MNPR montre que 

fl + fl' + û" + û'" = fl + û" + fl' + fl"', 
et, de ce qu'on peut intervertir deux termes consécutifs, on 
conclut aisément qu'une somme est indépendante de Tordre 
des termes. 

La différence OB — OA de deux vecteurs (fig. 5) est le 
vecteur A B qui, ajouté au vecteur O A, reproduit le vecteur 
OB. Si Ton achève le parallélogramme OABC, on a 

OB — OA = AB = OC = OB+ BC 

On en conclut que retrancher un vecteur OA revient à 
ajouter un vecteur BC de même longueur et de direction 
opposée; on peut donc écrire + OA = — AO. 

Si a désigne un vecteur quelconque et m un nombre 
proprement dit, ma représente un vecteur de même direction 
que a et dont la longueur est à celle de a dans le rapport 
m:\] si m était négatif, on prendrait le second vecteur dans 
la direction opposée. 

Les notions qui précèdent, conduisent à une autre inter- 
prétation géométrique des imaginaires. Z étant le point 
représentatif de Texpression z = a -{- bi {fig. 2), on dit aussi 
que y imaginaire z est représentée par le vecteur OZ, dont 
la longueur est égale au module r et dont la direction est 
déterminée par V argument o. Ce vecteur est la somme des 
vecteurs OP et PZ; ceux-ci sont représentés par a et par 
bi si Ton convient de désigner un vecteur situé sur OX 
par le nombre qui le mesure (affecté du signe + ou — 
suivant son sens), et d'indiquer par la lettre / un vecteur de 
longueur 1 et dirigé suivant OY. 



■•i( 
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Addition et soustraction des imaginaires. 

11. Somme ou différence de deux imaginaires. — Soient 
les imaginaires z = a + bi^ z' = a' \ 67, représentées par 
les vecteurs OZ, OZ' (fig. 6). D'après nos conventions (5), 

z ± z' =^ (a ± a') \ (b ± b')L 

La somme z -\ z* est représentée par la diagonale OA 
du parallélogramme construit sur OZ et OZ'; car le sommet A 



Fig. 6. 



Fig. 7. 





a pour coordonnées 

jc = OQ = OP t ZR=OP -\- OP = û t a\ 
;; = QA = PZ t RA = PZ I P'Z' = 6 + b\ 

De même, si l'on prolonge Z'O de OZi = OZ', la diago- 
nale OB du parallélogramme construit sur OZ et OZi 
représente la différence z — z\ On voit que l'addition et la 
soustraction des imaginaires correspondent aux opérations 
de même nom effectuées sur les vecteurs correspondants. 

1 2. Théorème. — Le module de la somme ou différence de 
deux imaginaires est, en général, compris entre la somme et 
la différence des modules de ces imaginaires. 

En effet, les modules des imaginaires z, z',z f z' {fig, 6) sont 
égaux aux côtés du triangle OZA, et le côté OA est plus 
petit que la somme des deux autres et plus grand que leur 
différence. La démonstration est la même pour z — z*. 

Cependant, si les vecteurs z et z' ont même direction, on a 

\z I- z' I = ' z I z' ^^ ' z — I z" I , 
en supposant | z > z' ; s'ils ont des directions opposées, 

z I - z' I = I 2 — I z' I << , Z \- \Z \, 

13. Somme de plusieurs imaginaires. - Soient, pour fixer 
les idées, OZ, OZ', OZ" {fig, 7) les vecteurs qui corres- 
pondent aux imaginaires z, z\ z" ; la somme z \ z' -\ z" 



- 9 - 

est représentée par le vecteur OB qui va de Torigine à 
l'extrémité de la ligne brisée OZAB dont les côtés sont 
équipollents aux vecteurs donnés. 

On voit facilement que le module d'une somme est au 
plus égal à la somme des modules des parties ; l'égalité a 
lieu lorsque les vecteurs représentatifs ont même direction. 

Multiplication des imaginaires. 

14. Théorème. — Le module d'un produit est égal au 
produit des modules des facteurs, et son argument est égal 
à la somme des arguments des facteurs. 

Considérons d'abord deux imaginaires 

z =-= r (cos e | / sin o), z' = r' (cos o' \- i sin o'). 

En tenant compte de la relation i^ = — l, on trouve 

^^' = /•/ [cos ô cos o' -— sin e sin o' \ i (sin o cos e' + sin o' cos o] 

= // [cos (e t e') -\ /sin (o [- o')]. 

Il en résulte : 

mod (^^') = rr', arg {zz') = | 0'. 

Le théorème est donc vrai pour deux facteurs; on l'étend 
facilement à un nombre quelconque de facteurs. 

15. Remarques. — I. Pour démontrer la première partie du 
théorème, on peut aussi considérer le produit 

(a \- bi) {c I di) {ac — bd) + {ad \ bc)i\ 
il a pour module 



i~(ac—bd)'\(ad~\bcY y(û^' t b')((f \ d% 



et les modules des facteurs sont /a- | 6', jV' t d\ 

II. En changeant 6 en — 6, on peut écrire 

{a' \- b') {â -\ d') {ac f bd)' \ {ad ± bc)' ; 

il en résulte que le produit de deux nombres, égaux, chacun, 
à la somme de deux carrés, est égal à la somme de deux 
carrés, 

La décomposition en deux carrés peut même se faire, en 
général, de deux manières. 

Plus généralement, le produit de plusieurs nombres égaux, 
chacun, à la somme de deux carrés, est égal à la somme 
de deux carrés. 
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L'hypothèse c -=^^ a, d ^ b donne la formule des triangles 
rectangles rationnels: 

(a' + b^Y - (û' — *')' + (2û*)'. 

1 6. Théorème. — Pour qu'un produit soit nul, il faut et 
il suffit que l'un des facteurs soit nul. 

Le théorème est évident pour un produit dont tous les 
facteurs sont réels. 

Considérons ensuite, pour fixer les idées, un produit ^^'^" 
composé de trois facteurs quelconques. Pour qu'il soit nul, 
il faut et il suffit (7) que son module soit nul. Mais ce 
module, égal au produit des modules de z, ^', z*\ est un 
produit de facteurs réels ; donc, par exemple, | ^ | - 0, ce 
qui revient à ^ 0. 

17. Représentation géométrique d'un produit. — Soient OZ, 
OZ' {fig. 8) les vecteurs des imaginaires 

z r (cos h -\ i sin e), ^' - r' (cos o' -\- i sin e'). 

Fig. 8. 



Y 




Prenons sur OX la longueur OU égale à l'unité ; OU est 
le vecteur unitaire. Si l'on construit le triangle OZ'A direc- 
tement semblable au triangle OUZ, OA représente le 
produit zz\ Car 

OA OZ 

OZ' " OU' 

angle XOA Z'OA + XOZ' XOZ } XOZ'; 
d'où OA r/, angle XOA - e f 6'. 

Remarques. — 1. Le triangle formé par le produit O A avec 
le facteur OZ' étant semblable au triangle formé par l'autre 
facteur OZ avec le vecteur unitaire OU, on peut dire que 
le produit z'z est formé en grandeur et en direction avec le 
multiplicande z' comme le multiplicateur z est formé avec 
Cunité, 
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IL Multiplier une imaginaire par /, revient à faire tourner 
le vecteur correspondant autour de O d'un angle droit dans 
le sens (OX, OY). 

Division des imaginaires. 

18. Théorème. — Le quotient de deux imaginaires a pour 
module et pour argument le quotient des modules et la 
différence des arguments du dividende et du diviseur 

Soient les imaginaires 

z r (cos 04/ sin 6 ), ^' f (cos e' t / sin 0'). 

Il faut trouver une troisième imaginaire qui, multipliée 
par ^', reproduise z ; cette quantité est évidemment 

-^ [cos (e — 0') f / sin (0 — 6')]. 

n i hi 

19. Remarques. — On met le quotient — —-rr sous la 

forme a f y?/, en multipliant ses deux termes par c — di\ 

(g h bt) (c — di) ac -\ bd bc — ad . 
{c\di){c— di) ^'~' €' + d' ^ â \- t/^ ^' 

H. Le quotient a un module fini, excepté quand le 

diviseur est nul. 11 est réel si — - -t- 

c d 

III. Il est utile de remarquer l'égalité 

1 



cos i: / sin e 



- cos e ^= ^ sin 0. 



20. Représentation géométrique d'un quotient. — Soient 
OA, OZ les vecteurs qui représentent deux imaginaires v, 
z [fig. 7), et OU le vecteur unitaire. On obtient le vecteur 

OZ' du quotient — en construisant le triangle OAZ' direc- 
tement semblable au triangle OZU (17). 

Puissances d'une imaginaire. 

21. Puissances de /. — On a 



/ - y - 1, i' - — 1, i^ in - — f^^y /^ - /'/- - 1; 
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ensuite 

Donc, /^s puissances de i s^ reproduisent périodiquement 
de quatre en quatre, 

22. Théorème, — La puissance me d'une imaginaire a pour 
module la puissance me du module et pour argument le 
produit de V argument par m. 

La règle de la multiplication (14) donne immédiatement 

\r (cos + / sin 6)]m r™ (cos m^ \ / sin m o). 

Si r 1, on obtient \di formule deMoivre (Vitry-le-Français 
1667 - Londres 1754): 

(cos + i sin o)m cos m o I / sin m o. 

23. Représentation géométrique des puissances d'une imagi- 
naire. — Soit {fig. 9) OZi le vecteur de l'imaginaire 
z /"(cos + /sin 0). 

Prenons sur OX le vecteur unitaire OZo et construisons 
successivement les triangles OZ1Z2, OZ2Z3, ... directement 
semblables au triangle OZoZ^. Les vecteurs 

\J /^f vy^j^ vy^2t ^^^3f ■*• 

représentent les puissances 

Leurs modules forment la progression géométrique 

1, n r\ ^^... (1) 

et leurs arguments la progression arithmétique 

0, 0, 20, 3 e,... (2) 

Les progressions (1) et (2) définissent un système de 
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logarithmes ; donc si q et o) désignent deux termes corres- 
pondants et a la base des logarithmes, on peut écrire 

û> loga Qf Q a^, (3) 

Or, co et ^ sont les coordonnées polaires de Tun quelconque 
des points Zo, Zi, Z,,, ... et l'équation (3) représente une courbe 
appelée spirale logarithmique ou spirale équlangle. Donc la 
ligne polygonale Zq Z, Z^ ... est inscriptible à une spirale 
équiangle. 

La ligne brisée Z0Z1Z2Z3 ... porte le nom de myosotis. Les 
angles ZqZ, Zo, Z1Z2Z3, ... sont égaux entre eux et les côtés 
ZoZi, ZiZ^^ZgZa, ... sont en progression géométrique. 

Si r - 1, le myosotis se change en une ligne brisée 
régulière ZoAiAgAg... 

24. Théorème. — Si dans un polynôme entier en x à 
coefficients réels, on remplace x successivement par deux 
Imaginaires conjuguées, les résultats sont des Imaginaires 
conjuguées. 

Considérons d'abord un monôme Ajc^. On a 

(a + bî)^ 

-^am.]-C'^am-ibi-C^am-2b2 _CJam-3^3/ + C^ am-4b^ +... 
-(am -C^ flm-2^2-4-C'J lira -4^4... )_L^/(C™ flin-1 _ C^am-3^2...) 

Ce résultat est de la forme P \ Qbl, P et Q désignant 
des polynômes qui ne renferment que des puissances paires 
de b. On en déduit en changeant b en — b : 

{a — 6/)m p _ Qbi, 

Par conséquent, si A désigne un nombre réel, les valeurs de 
Arm, pour x ai bl, sont imaginaires conjuguées (ou 
réelles et égales entre elles). 

Considérons ensuite un polynôme à coefficients réels ; 
quand on y remplace jc successivement par a \ blet par a—bl, 
chaque terme donne deux imaginaires conjuguées. Donc... 

Corollaire. Le théorème subsiste également pour le quotient 
de deux fonctions entières à coefficients réels. 



(•) Le nombre des combinaisons simples de m lettres p k p est repré- 
senté par l'un des symboles C^ (préférable à CP), mp, (]J). 
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Extraction des racines. 

25. Théorème.. — Tout nombre (autre que zéro) a m 
racines m^ distinctes. 

Soit ^ - / (cos e' + /sin 6') une racine me de l'imaginaire 
a r (cos e I / sin ^) ; nous devrons avoir ^" - a ou (22) 

/m (cos/we' 4 /sin me') -^ r(cosô -\- /sin o). 
Cette égalité exige (8, Remarque) 

/m _ r, mi)' -- e i- 2)br, 
A étant un nombre entier quelconque; par suite 

^ A^", e' -^ — I- — , 

m 

où r™ désigne la racine m' arithmétique de r. 
On peut donc écrire 



"* ~7 . . . ■ M --/^ t 2*Jr . . . 1 2*71^ 

V, /"(cos I- i sin e) — rm cos 1- /sin 
\ m m 



(1) 



m 



Cette formule donne pour 1/ a m valeurs distinctes si Ton 
y fait successivement 

A 0, 1, 2, 3, .., m— 1 ; (2) 

en effet, l'argument '-^^ prend les valeurs 

2jr e 47r 2(m—\)7i 

m* m m' m m* m m ' ^' 

et deux quelconques des arcs (3) ayant une différence 
moindre que 2jt, ne peuvent avoir à la fois le même sinus 
et le même cosinus. Les autres valeurs de k sont de la 
forme mq \ k\ k! étant Tun des nombres (2) ; les valeurs 
correspondantes de o' sont 

I 2(mq \ k!)7i ^ i) \ 2 k! tt 

ZQn \ — f 

m m 

et par suite ne diffèrent des arcs (3) que d'un multiple de 
27ij de sorte qu'on retombe sur les valeurs déjà obtenues 

m é 

/ 



pour Y ût. 
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Remarque. — Les m valeurs de Kja sont figurées par 

les sommets d'un polygone régulier de m côtés. 

26. Racines m^ de runité. — Pour obtenir les racines 
mes de Tunité, il suffit de faire r - 1, o - dans la 
formule (1). L'expression de ces racines est donc 

Qk -^ c^s — h i sm — —- ' 

où Ton fera k - 0, 1, 3,..., m — L On peut observer que 
^k ^v ^^ ^^^^ fl^^ '^^ racines m^ de l'unité sont 

1 2 3 m - 1 

Remarque. — Si a désigne l'une quelconque des racines 
/wes d'un nombre donné, réel ou imaginaire, ces racines sont 

2 m - 1 

a, GQif GQ], . . , QQi f 

s 2 71 ^ , . 2 7Z 

ou Qi cos — f / sm 

27. — Généralisation de la formule de Moivre. — La 

formule (1) du § 25 peut s'écrire 

(cos 6 + / sm ô) m - cos i sm 

En élevant cette égalité à la puissance p on obtient 
(coso f /sine) m cos— (e + 2k7i) \ i sin* - (o + 2hi). 



Applications de la formule de Moivre. 

28. Problème. — Exprimer cos m o et sin m o en fonction de 
cos e et sin e. 

On a la formule (22) 

(cos + / sin e)m cos /n o + i sin m o. 

Développons le premier membre et égalons ensuite les 

parties réelles et les coefficients de /dans les deux membres; 

il vient 

m (m — 1) „ ., ... 
cos/w cos "10 \ ô cos™-'osin-ft + ... 

^ «w-^ fftim — \)(fn — 2) «.o-o. 
sin me -r- cos"»-^esm6 ~To\ ^cos"-^sin36+.. 
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29, Problème. — Exprimer les puissances cos^o et 
sin^o en fonction des sinus et des cosinus des multiples de 
V angle o. 

Posons 

cos + ^' sin tt, cos o — / sin o - v] 

nous aurons successivement 

2 cos e u + v^ 2i sin o -- « — v, 

2mcosmo {u + v)^ u^ + mW^-^ V -\ \~n tf""V +... 

, m (m — /)o„oi «,11 /i\ 

H \r~^ — -tt2j,in-2 ^ rnuV^-^ + l'm, (1) 

2™/"'sin™0 - (tf — v)"*- //" — /ntf™-VH ~ ' u^-^v^^ 

i- —.-9— - ^ i' f muV^-^ i i''". (2) 

Il y a lieu de distinguer deux cas: 

lo m est pair. Il y aura un terme du milieu qu'on obtient 

m m 

en faisant /z - - dans le terme général Cn u^-^V^ et qui 

est par conséquent 

''m ^ 

m (m — 1). . ( -^ 4" 1 ] îîL ™ 

\ -^ 7 2 2 
^ i- U V . 



1 2 -- 
Réunissons les termes équidistants des extrêmes; il vient 

+ m(m—\) (^«""^ + i;'"-*)«2 1;2 

/7Z(m — 1)... [ 71 i 1 mm 



2 

i.2.3...|: 



-' a'^ c', (3) 
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^ /n(/w— l)../y + 1 j ^ ^ ^ ^4) 

1 2 — 

OVj uv -1, «n = cos/20 + /sin/îO, Kn = cos/zo — /sin/îO; 
donc «n + i^ = 2 cos /zo, w " — u" = 2 /sin /ze, (5) 

et les équations (3) et (4) se ramènent à 

2™ - * cos™ e = cos iw + -y- cos (/w— 2)0 H — 'y-^ — - cos(m — 4)0 

j m(m — l)„.[^ + IJ 
"• + 2 -^ ' 

( — l)2 2'"~'sin'"0=cos/ne — ^cos(/n — 2)o 

,'«('"- 1) / .w , / mj/n(/n-l)... ('^ + 1 

+ \ o ^ cos(/w-4)o... 4- (—1)2^ — 

2 OT 

2o m est impair. Les seconds membres des formules (1) 
et (2) renferment deux termes du milieu qu'on obtient en 

faisant n = — ^ — dans le terme général et qui ont pour 

somme dans l'égalité (1) 

/ IV /!^ + 3 
m{m—l).,. — 2 — m-i^ 

z lu + v) (uv) 2 . 

Réunissons encore les termes équidistants des extrêmes : 

2"COS"*0 = (tf'"+ V"0 +-:j-(«"~^ + l/'"-2)^l, 



/n(/n— 1) 



/n(/7Z-l)...— y— n,_i 

1 . Z ^ ^ fil - i 

Neubero - Algèbre. 2 
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2n.,-«.sin-.e=«--,;™-^(«— -v-.-)«. 

tnyni — li... — -^ — ^ , 

f \ ^ ^ (tfm-4_,;m-4)^2y2.., + (_l) — i^^ - V)(U V) ^ ) 

d'où en tenant compte des relations (5) : 

2'"-^cos"e-- cosmo + -T-cos{m—2)f)-\ — ^ -;^— ^cos(/w— 4)e 

mi/ri — 1) ... — ^r — 

... H — z — cos 0, 

1 2 ^^ 

m-l 

(—1) 2 2«»-isin'"6 = sin/ne— r-sin(m— 2)e 

+ — T-7^sm(/w— 4)o... + (— 1) 2 5 — smo. 

1.2 "^ ^ - ^ m — 1 



1.2... 



Exercices et notes. 



1. Représenter géométriquement les imaginaires 

±3i:/, 5—1/^=^2; cos30o±/sin30^ 2(cosl200 — /sin 120«). 

2. Ramener à la forme trigonométrique 

d= 1 ± /, \± y— 3, /72— 17« ± 2/79/, 
/•(cose + /sin 0) i /(coso' + /sine'). 
3. Mettre le produit (flj -[_ ^2) (^2 j^ b'^.,.(al + 6J) SOUS la forme 

On identifie A + B/ avec (ûj + b^l) {a^ + 62O - (^n + *nO- 

4. Ecrire (a 2 _|- ^2j8 gQ^g j^ forme d'une somme de deux carrés. 

5. Conditions pour que {a -\- bl)^ soit réel ou de la forme ^L 
Même question pour (a + bl)^. 

6. Démontrer que 

COS + ^' sin e 



cos — / sin 



cos 2 + /sin 20. 
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7. Soit COSO + /sin une racine de l'équation à coefficients réels 

AoX*" + AiX™-i + .. Am-iX + Am =--0; 

démontrer que 

Al sin e + A2 sin 2 e + .. + Am sin /w e -= 0. 

8. Chercher les sommes 



C - cosfl + cos (a + b) + cos (a + 2b)+ .. I cos(a +m — lb), 
S = sin a + sin {a + b) + sin (a + 2b)+ . . + sin (a + ^ — ^b). 

Si l'on fait COS b + isinb = Çf on trouve 

C + S/= (cosa + /sin a) {\ + ç + ç^ + .. + i/™-») 

1 — cos mb — / sin mb 



(cos a + i sin a) 



l — cosb — i sin b 
mb f mb , . . mb 

M 



sin -y [ cos —^ + i sin 
(cos a + l sin a) — 



sin A f cos A + /sin A 
^*" 2 V 2 2 

cjn 

2r / ,/w— lA,../ , m — l AI 

— cosfaH 2 — bU-is\nla\--^ — b) , etc. 

sin y 

9. Construire les imaginaires 

z + z* } — ,- z + s^ -|- z" mz + nz* 

i_ 1/ zz ■ ' ' 

2 ' ^ ^ ' 3 ' m + n ' 

m ti n étant des nombres réels. 

10. Si 97 est un angle variable, le point représentatif de l'imaginaire 
a cos ip 4" ib sin 99 décrit une ellipse. 

Trouver la courbe qui correspond à l'imaginaire 

z = atg (p + ib cotg ç>. 

Même question pour l'imaginaire 

z = a cos* q) + bi sin- vs 

q? cttp étant deux angles variables liés par la relation 

sin2 (p \~ 2 cos* y) = -y 

11. Soient Z, Z' les points qui représentent les imaginaires z, z\ A 
toute équation 2' =-- f (z) correspond une construction déterminée du 
point Z' au moyen du point Z ; cette équation définit une transformation. 
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Etudier les transformations suivantes où Oj b désignent des quantités 
réelles, et a, a\ fi des quantités imaginaires : 

z' = z ~\- a, Z* = z + bif z" = z \ a (translation) ; 

z' = zlf Z* = Z (COS 6 + ^* Sin O) (rotation) ; 

z' = az (homothétie) ; 

z* = {a + bi)z (similitude); 
zz' = a, zz* = bif ZZ' = a (inversion symétrique) ; 
ZZ* — a^Z — az -{- P == (inversion symétrique à deux pôles). 

12. Le produit de plusieurs nombres de la forme a* + Xb^ est un 

nombre de la même forme. 

(EULER. Bâle, 1707. - Pétersbourg, 1783). 

13. Le produit de plusieurs nombres de la forme a^ -\- b^ + C^ ~\- d^ 
est de la même forme. (EULER.) 

Car (a2 + b^ + c^ + d^) (a'' 4 b'^ ^ r'* + d'^) 
= (aa! + bb' -\- cd + ddy + {fib' — ba! — cd + ddy 
+ (o^ — cà! \ bd — dby + {ad — dd — bd + cby. 

Si l'on remplace b, c, d, b\ (f, d' par 

biT, d'il] d^i:ir, bix c'n, df^m, 

on obtient un théorème plus général, dû à Lagrange (Turin 1736, 
Paris 1803). 

14. Exprimer cos 7 en fonction de cos 6, et sin 7 en fonction de 

sin 6 (28). 

15. Chercher les sommes 

C = COS a + cos 2a \- cos 3a 4 ... + cos (m —r l)a, 
S = sin a +sin 2a \- sin 3a + ••• ( sin {m — l)a. 

16. Chercher les sommes 

C - cosa + 2 cos 2a + 3 cos 3a + ... + (m — l) cos(m— l)a, 
S — sina + 2 sin 2a + 3 sin 3a + ... + (m — l) sin {m — l)a. 

17. z désignant une variable réelle qui prend toutes les valeurs de 
— oo à |- oo, et a, a\ ^, /?' représentant des constantes imaginaires, 
le point représentatif de l'imaginaire 

a'z + P' 
décrit une circonférence. 

18. Calculer les racines carrées et les racines quatrièmes de 12 / — 5, 
les racines cinquièmes de 9 + 10/. 
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CHAPITRE II. 



DÉTERMINANTS. 



Partage des permutations en deux classes. 

30. Définitions. — Considérons les permutations des n 
premiers nombres 

Xa M| ^f '"t 

Deux éléments d'une telle permutation présentent une 
inversion ou un dérangement^ quand le plus grand de ces 
nombres est placé avant Tautre. Une permutation est dite 
paire, positive ou de la première classe quand elle a un 
nombre pair d'inversions ; impaire, négative ou de la seconde 
classe, si elle en a un nombre impair. 

Par exemple, la permutation 35214 qui a six inversions, 
savoir 32, 31, 52, 51, 54, 21 est paire. La permutation 
principale 123 ... n est rangée dans la première classe. 

On appelle transposition Véchdinge de deux éléments d'une 
permutation. Deux permutations quelconques de n éléments 
peuvent toujours se ramener l'une à Tautre au moyen de 
transpositions. Par exemple, on transforme 35214 en 24153 
en faisant successivement les transpositions (3,2), (5,4), (3, 1), 
(3, 5), ce qui donne 

25314, 24315, 24135, 24153. 

31. Théorème. — Toute transposition change la classe dune 
permutation, 

lo Transposons d'abord deux éléments consécutifs jc, y. 
Soit la permutation Ajcj^B, où A désigne l'ensemble des 
éléments qui précèdent jc, et B celui des éléments qui 
suivent y. La transposition (jc, y) introduit ou supprime 
l'inversion que peuvent présenter x et y, mais elle n'altère 
pas les autres inversions ou non-inversions de Ajcj; B; donc 
les permutations AjcvB et AjjcB sont de classes différentes. 
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2o Transposons maintenant deux éléments x, y qui sont 
séparés par p éléments ûi, a^, ... «p. Pour passer de 

kxa^a^ ... flpj'B à kya^a^_ ... ûp jcB, 

on peut opérer successivement les transpositions de deux 
éléments consécutifs: 

U ûp ), (J', flp - 1), {y, ûp - 2), .... {y, a,). 
Ces transpositions étant au nombre de 2/? + 1; la première 
permutation aura changé de classe un nombre impair de 
fois; donc elle a passé à la classe opposée. 

32. Corollaires. — I. Deux permutations sont de la même 
classe ou non, suivant que l'une se déduit de Vautre par un 
nombre pair ou impair d'échanges de deux éléments. 

II. Une permutation est paire ou impaire suivant qu'elle 
peut se déduire de la permutation 123... n au moyen d^un 
nombre pair ou impair de transpositions. 

Il importe de remarquer que nous avons ainsi un second 
principe pour classer les permutations. 

Exemple : la permutation 35214 résulte de 12345 à la suite 
des transpositions (1,3), (2, 5), (1, 2), (4, 1) ; donc elle est paire. 

III. // existe autant de permutations paires des nombres 
1, 2, 3, ... n que de permutations impaires. 

Car toute permutation paire, par la transposition de deux 
éléments déterminés a et b, devient impaire et réciproquement. 

33. Permutation circulaire. - Etant donnée une disposition 
des nombres 1, 2, 3, ... n, remplaçons chaque élément par 
celui qui Ty suit, et le dernier par le premier ; la nouvelle 
disposition est appelée une permutation circulaire ou tournante 
de la première. Les deux dispositions appartiennent à la 
même classe ou non, suivant que /z est impair ou pair; car 
on passe de la première à la seconde en échangeant 
successivement le premier élément avec chacun des suivants. 
Par exemple, on transforme 35421 en 54213 en faisant les 
transpositions successives (3, 5), (3, 4), (3, 2), (3, 1). 

34. Permutations d'éléments quelconques. — Les notions 
précédentes s'étendent facilement à des éléments désignés 
d'une manière quelconque. 

On considère l'une des permutations comme étant la 
permutation principale ou initiale : c'est celle qui assigne 
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aux éléments leur rang ou numéro d'ordre. En remplaçant 
dans une permutation quelconque chaque élément par ce 
numéro, on est ramené immédiatement à ce qui précède. 

Pour opérer directement, appelons encore inversion la 
combinaison de deux éléments d'une permutation qui sont 
placés Tun par rapport à l'autre dans un ordre différent de 
celui de la permutation principale. Suivant qu'une permu- 
tation présente un nombre pair ou impair d'inversions, elle 
appartiendra à la première ou à la seconde classe. Cette 
classe est aussi indiquée par le nombre des transpositions 
qui changent la permutation principale en la permutation 
donnée. 

Par exemple, si paris est la permutation principale, la 
permutation raspi présente les inversions ra, rp, ap, sp, si; 
donc elle est impaire. On arrive à la même conclusion en 
transformant paris en raspi au moyen des transpositions 
(p, r}f iPf 5), (/, pj, 

DÉFINITION d'un déterminant. 

35. Définitions. — On nomme déterminant de n^ nombres 
rangés par lignes et colonnes (*) en tableau carré, la somme 
algébrique de tous les produits de n facteurs obtenus en 
prenant un élément et un seul dans chaque ligne et dans 
chaque colonne, et en affectant chaque produit du signe + 
ou du signe —, suivant que la permutation formée par les 
numéros d'ordre des lignes et la permutation formée par les 
numéros des colonnes auxquelles appartiennent les facteurs 
de ce produit, sont de même parité ou de parités différentes. 
Le nombre n est Yordre du déterminant. 

On représente un déterminant en plaçant entre deux barres 
verticales le tableau de ses éléments. 

Considérons, par exemple, le déterminant du 4e ordre 

6 5 4 7 

8 9 -2 10 

1 -13 12 3 

22 17 29 15 



(•) Les Ugnes du tableau carré sont les lignes tracées dans le sens de 
l'écriture, et les colonnes sont les lignes, perpendiculaires aux premières. 
Les lignes et les colonnes se nomment aussi rangées. 
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Un terme de ce déterminant est le produit 

(-2) (22) (3) (5); 

ses facteurs appartiennent respectivement aux lignes de rangs 
2, 4, 3, 1 et aux colonnes de rangs 3, 1, 4, 2. Comme les 
permutations 2431 et 3142 présentent Tune quatre et l'autre 
trois inversions, le terme considéré est précédé du signe—; 
il est donc égal à 2.22.3.5. 

Pour exposer la théorie des déterminants, nous désigne- 
rons les éléments par une même lettre affectée de deux 
indices dont le premier marque le rang de la ligne, et le 
second le rang de la colonne de l'élément. On sépare les 
deux indices par une virgule quand il peut y avoir confusion. 

Le déterminant du n^ ordre est représenté par 



«11 


«12 


«13 


... ûin 


«21 


«22 


«23 


... a2n 


«31 


«82 

• • 


«33 

■ 


••• «3n 

• • • 


«m 


«n2 


«nS 


. . . dxiXi 



(1) 



On appelle diagonale principale (ou descendante) l'ensemble 
des éléments diagonaux a^, a^g, a33,...ann. La seconde diago- 
nale (ou diagonale ascendante) va de ani à ajn. 

Un élément ûrs est dit pair ou impair suivant que la 
somme r -\ s est paire ou impaire ; les éléments de la 
diagonale principale sont pairs. Deux éléments sont dits 
conjugués lorsque leurs indices ne diffèrent que par l'ordre ; 
tels sont ûrs et asr- 

36. Formation des termes. — Soient a^ a^ ... a„ et /Si /Sg ... /în 
deux permutations quelconques des nombres 1, 2, 3,... n. 
Un terme du déterminant (1) est évidemment 

où e désigne H 1 ou — 1 suivant que les permutations a^ a,., an 
et fil ^2" fin sont de même parité ou de parités différentes. 
Le signe de T est indépendant de V ordre des facteurs. Car 
un échange de deux facteurs transpose à la fois deux 
premiers indices et deux seconds indices, de sorte que les 
deux séries d'indices changent à la fois de classe; or, par 
une suite d'échanges de deux facteurs on peut donner aux 
facteurs de T tel ordre qu'on veut. 
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Si Ton écrit les facteurs de manière que les premiers 
indices se suivent dans l'ordre naturel, T prend la forme 

OÙ /i ^2 ... j'n désigne une permutation des nombres 1, 2, „ n 
et où f = 1 ou — 1, suivant que cette permutation est paire 
ou impaire. De là, la règle suivante : 

Le premier terme (terme principal) (Vun déterminant est le 
produit ana22...ann. On en déduit tous les autres en laissant 
les premiers indices invariables et en permutant les autres de 
toutes les façons. Chacun des termes ainsi obtenus est 
précédé du signe + ou du signe — , suivant que la permu- 
tation des seconds indices est paire ou impaire, ou suivant 
qu'elle résulte de la permutation initiale 12 ... n par un 
nombre pair ou impair de transpositions. 

On peut aussi conserver les seconds indices du terme 
principal et permuter de toutes les façons les premiers 
indices. 

L'une et l'autre de ces règles montrent que le dévelop- 
pement d'un déterminant d'ordre n comprend n ! termes. 

37. Notation des déterminants. — La notation des doubles 
indices est souvent remplacée par la suivante : 



ûl 


à. 


Cl 


•*. 


h 


(h 


b. 


Ci 


... 


4 


Os 


b. 


c% 


... 


4 


m 

un 


An 


* 

Cn 


• ■ 
... 


/n 



(1) 



Les termes du développement résultent alors du terme 
principal ûj b<^ c^ ... /„ en permutant de toutes les façons soit 
les lettres a, b, c, ... / sans déplacer les indices, soit les 
indices sans déplacer les lettres ; un terme aura le signe -f 
ou le signe — , suivant que la permutation des lettres ou 
celle des indices présente un nombre pair ou un nombre 
impair de dérangements. 

Les déterminants considérés ci-dessus sont souvent repré- 
sentés par 

2 ± «11^22^33 ... ûnn, \ û|> |, ^ i: Uyb^C^ ... /„ . 
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On écrit seulement la première ligne entre deux traits 
verticaux lorsqu'elle suffit pour faire connaître les autres 
lignes ; ainsi le déterminant (1) peut être représenté par 

I ûi Al Cl ... /i I • 

Enfin, lorsque les éléments sont caractérisés par deux 
symboles dont Tun reste constant dans une même ligne et 
l'autre dans une même colonne, on écrit sur une première 
ligne les signes distinctifs des colonnes et sur une seconde 
ligne ceux des lignes. Ainsi le déterminant (1) est dénoté par 

a b c .,. l 
1 2 3 ... /i 

quand on emploie la notation des doubles indices, on peut 
représenter le déterminant par 

1 2 ... /{ 
1 2 ... /i 

38. Déterminants du 2e et du 3^ ordre. - On a 





a, b, 
a^ b^ 


— «1^2 


— i 


Pour développer le déterminant 






ûi Al ^1 






a^ b^ c^ 


t 




«3 bz (k 




forme le tableau 




'• -^ •' 

«1 Al ^1 ûl 


b. 


Û2 ^2 ^ ^2 


b. 




Û3 


b 


h ^3 (h 


b» 



— — — + + -\ 

Les termes positifs du déterminant correspondent à trois 
droites parallèles à la première diagonale du déterminant, et 
les termes négatifs à trois droites parallèles à la seconde 
diagonale, de sorte que le développement cherché est 

Cette règle est connue sous le nom de règle de Sarrus 
( Saint -Affrique, 1793 — Strassbourg, 1852). Avec un peu 
d'habitude on parvient à l'appliquer mentalement. 
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Propriétés élémentaires des déterminants. 

39. Théorème. — Un déterminant ne change pas quand 
on écrit les lignes pour les colonnes et réciproquement 

Appelons D et D' les déterminants 





«12 • 
«22 . 


flln 
«2n 


1 


ûll 
«12 


«21 . 
«22 • 


«ni 
«n2 


uni 


«n2 


«nn 


«m 


«2n 


«nn 



il faut démontrer que D = D\ Or, on passe de D à D' en 
transposant les deux indices de chaque élément. Donc au terme 

T — f. a^y^a^y^,., «ny„ 

du développement de D correspond, dans le développement 
de D', le terme 

Mais T' est aussi un terme de D. On en conclut que les 
deux déterminants sont identiques terme à terme. 

Remarque. — On dit que D' est le déterminant D transposé. 

40. Théorème. — Lorsqu'on transpose deux rangées paral- 
lèles, le déterminant change seulement de signe. 

Appelons D et D' les déterminants 



ûpl «p2 



« 



pn 



«ql «q2 



« 



qn 



«ql «q2 



« 



qn 



«p^ «p2 



« 



pn 



qui ne diffèrent que par réchange des lignes de rangs p et q. 
On passe du développement de D à celui de D' en 
transposant p ^t q dans la série des premiers indices de 
chaque terme, de sorte qu'au terme 

T = C. «ly^ «2^2 "'^pyp ••• ^q^q ••• ^nyn 

de D correspond, dans D', le terme 



T' 



e. a 



^Yi^Y2 '" ^^Yp '" ^Pyq '^ny„' 
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Mais T fait partie de D avec le signe opposé, car la 
permutation des premiers indices de T a changé de classe 
et les seconds indices sont restés les mêmes. Ainsi, D et D' 
sont composés des mêmes termes avec des signes opposés; 
donc D' = — D. 

41. Corollaire. — SI l'on permute les lignes (Vun déter- 
minant entre elles, et les colonnes entre elles, le déterminant 
obtenu sera égal au premier ou n'en diffère que par le signe. 

En effet, on peut passer du déterminant primitif au nouveau 
déterminant par des transpositions de deux rangées parallèles. 
Donc les deux déterminants sont égaux entre eux ou ne 
diffèrent que par le signe, suivant que le nombre des 
transpositions est pair ou impair. Pour distinguer les deux 
cas, on peut aussi examiner quel est, dans le déterminant 
primitif, le signe du terme principal du second déterminant. 



ûl 


by 


Cl 




b. 


Û3 


Ci 


Os 


b. 


Ci 




b. 


ÛI 


Cl 


<h 


bs 


c, 




b. 


(h 


Ct 



Exemple 



En particulier, une permutation circulaire des lignes (ou 
des colonnes) n'altère pas un déterminant ou n'en fait que 
changer le signe suivant que Tordre est impair ou pair (33). 

42. Théorème. — Un déterminant D qui a deux rangées 
parallèles identiques est nul. 

En effet, l'échange de ces rangées laisse D invariable; 
mais D devrait aussi changer de signe (40). Donc D - — D, 
d'où D = 0. 



43. Application. — 

(Paris, 1735-1796), 



Soit le déterminant de Vandermonde 



V = 



1 


a 


a« . 


.. fl"-' 


1 


b 


A« . 


,. ô"-' 


1 

• 


c 

• • 




• • • 



1 / l' 



/n-1 



formé avec n nombres distincts a, b, c ... /. Regardons-le 
comme un polynôme en b ; comme il s'annule quand on 
remplace b par a, il est divisible par b — a.On verrait de même 
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qu'il est divisible par les différences c — a, c — b^ etc. ; il 
est donc divisible par le produit P des différences 

{b — a\ (c — a), (d — a), ..., (/ — a), 
(c - b), (d - b\ .., (/ - b), 



(l - k\ 

qu'on obtient en retranchant chacun des nombres a, b, c, ... k 
de ceux qui le suivent. 

On a même V = P ; car le produit des premiers termes 
de ces différences est égal à bc^ ... /"-* ou au terme principal 
de V. 

Plus généralement, si/ (x),/^ W, .../„ (x) sont des fonctions 
entières distinctes, et si a, b, ... / sont n nombres distincts, le 
déterminant 

/i (à) Â {à) ... /„ (a) 
fAb) Â{b) ... /„(A) 
/o {c) Â (c) ... /„ {c) 



/l(0 fAt) ... /n(0 

est divisible par P. Un tel déterminant est appelé alternant 

44. Théorème. — Pour multiplier ou diviser un déterminant 
par un nombre X, il suffit de multiplier ou de diviser par 
^ les éléments d'une rangée. 

Ainsi, 



fll 


à. 


Cx 




A^l 


b. 


Cl 


(h 


b. 


Ci 




^ 


b. 


Ci 


(h 


à. 


f, 




hh 


b. 


Cs 



Car chaque terme du développement du déterminant 
I ûi b^ Cl I contient en facteur l'un des nombres ûi, a^, a^ ; 
donc si on remplace ces nombres par Ac,, ka^, Aa,, le déter- 
minant est multiplié par X. 

45. Corollaires. — I. Un déterminant change de signe 
quand on change les signes des éléments d'une même rangée. 

II. — On peut mettre en évidence devant le déterminant 
un facteur commun à tous les éléments d'une même rangée. 
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Ce principe facilite souvent le calcul d'un déterminant. 



Soit, par exemple, 



D 



2 
3 
4 
1. 
2 



6 8 
5 5 

7 12 

3 4 

4 3 



Divisons la première ligne par 2, ensuite la troisième 
colonne par 4 ; cela fait, réduisons les éléments de la 
première ligne au même dénominateur 15 et ceux de la 
troisième au dénominateur 12 ; enfin mettons en évidence 

1 . 1 



les facteurs 



et 
15 12 



Il vient 



D = 2 X 4 X VF X Tô 

ID 12 



5 
4 
6 



9 
7 

9 



3 
3 

4 



Mineurs d'un déterminant. 



46. Formation des mineurs. — Considérons le déterminant 



D = 



dix ^22 



Û2s 



«In 
fl2n 




uni Ûn2 



a 



ns 



a 



nn 



Dans le développement de D, réunissons tous les termes 
qui renferment ûrs et mettons-y cet élément en facteur 
commun ; le polynôme qui multiplie alors ûrs est appelé le 
mineur correspondant à ûrs ou cof acteur de ûrs. Nous le 
désignerons par Ars. 

Cherchons d'abord An. A cet effet, partons du terme 
principal 

ûllÛ22Û33...ûnn 

et permutons-y de toutes les façons les seconds indices de 
la partie a^^ «ss ... Unn et donnons aux termes ainsi obtenus 
le signe qui leur convient. L'ensemble de ces termes, après 



- 31 



suppression du facteur an, formera évidemment An ; mais 
on obtient également ces termes en développant le déter- 
minant 

^2 ^88 "• ^8n 



Ûn2 Ûn3 ... û 



nn 



Donc, An est égal au déterminant qui résulte de D par la 
suppression de la première ligne et de la première colonne. 

Passons au cas général. Pour trouver Ars, échangeons la 
ligne r successivement avec chacune des r — \ précédentes, 
ce qui multiplie D par (— l)"^-^ ; échangeons ensuite la 
colonne 5 successivement avec chacune des s — 1 précédentes, 
ce qui multiplie le déterminant par (— 1)*-'. Ces transfor- 
mations conduisent à un déterminant D' commençant par 
a", et Ton a 

D'= (— l)r-l + 8-l D = (— l)r + sD; 

il suffit maintenant de supprimer dans D' la première ligne 
et la première colonne pour obtenir le mineur de D' qui 
correspond à ars. Ce mineur étant égal à (— 1)*^ + «Ars, on a 
la règle : 

Le mineur Ars est égal au déterminant qui résulte de D 
par la suppression des deux rangées qui se croisent sur 
ars, ce déterminant étant pris avec le signe + ou avec le 
signe — , suivant que Vêlement ars est pair ou impair. 

Soit, par exemple, le déterminant 

^1 ^1 ^1 



Û8 
Û4 



A, 



b. 



Ci 

c% 

Ci 



4 



le mineur correspondant à c^ est 

Ci Al 



Q = - 



03 
«4 



^3 



d, 
b. 



47. Propriétés fondamentales des mineurs. 

1° Tout déterminant D est égal à la somme des produits 
des éléments d'une rangée par les mineurs correspondants. 
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2o La somme des produits des éléments d'une rangée par les 
mineurs homologues relatifs à une rangée parallèle est nulle. 

lo Chaque terme du développement de D contient un 
élément et un seul de la ligne 



ûrl, ar2i ^r3, 



^rn- 



L'ensemble des termes en a ri est représenté par a ri A ri, 
les termes contenant ar2 composent flr2Ar2, et ainsi de suite. 

Tous les termes de D ayant été ainsi pris et chacun d'eux 
une seule fois, on a 

D=flrlAri + ar2Ar2 + " + ûmArn- 

2o Les mineurs A ri, Ar2, ... A m sont indépendants des 
éléments de la ligne r; par suite, si ces éléments sont 
remplacés par ceux d'une ligne parallèle, par exemple par 



a 



pi, Ûp2; 



a 



pn. 



la somme 

ûplArl + ûp2Ar2 + ... + ûpnArn 

représente le développement d'un déterminant dont les lignes 
de rangs p tt r sont identiques. Cette somme est donc nulle. 
Par analogie 

D = ûliAis i a2sA2s t ... + uns Ans, 



- ûlqAis + fl2qA2s I 



I a nq Ans- 



{Ç^s) 



Exemple. — Soit le déterminant 



D = 



ai 

Os 



Al 
b, 

b, 
b, 



Cl 
Cx 



d, 
d. 



le développement de D suivant la 2^ ligne est 



a^ 



48. Corollaires. — I. Si tous les éléments d'une rangée 
sont nuls à texception d'un seul, le déterminant se réduit 
au produit de l'élément non nul par le mineur correspondant. 



bi Ci rfi 




Ui c^ di 




a^ b^ rfi 




ai bi Cl 


Ag ^ rfg 


b. 


Os Cs rfg 


C2 


ûg As ^3 


1 rfo 


ûg Ag Tg 


bi Ci d^ 




«4 Cl rfj 




di b.i d, 




Û4 ^1 C^ 
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Exemple. 



a, 


0, 


Cx 





à. 


Ci 





b. 


^3 





b. 


c^ 



dt 
ds 
d. 



= a, 



b^ 

bz 

*4 



Ci 

C3 



dt 
d. 



II. 5/ les éléments situés (Tan côté de la diagonale 
principale sont tous nuls, le déterminant se réduit au terme 
diagonal. 



Exemple. 



ÛI 


f>. 


Cl 





b. 


Ci 








Ci 



= aib^Cs 



III. Tout déterminant peut être mis sous la forme d'un 
déterminant d'ordre plus élevé. 



Exemple. 



ÛI 


ifi 


Ci 


ûe 


bi 


Ci 


a» 


b. 


Cz 



1 


a 


^ 


7 





ûi 


bi 


Cl 





at 


bi 


Ci 





Û3 


63 


C3 



a, p^ y étant des nombres quelconques. 

49. Théorème. — Un déterminant dans lequel chaque 
élément d^une rangée est la somme de p termes, est la somme 
de p déterminants obtenus en remplaçant les éléments de la 
rangée considérée par les premiers, les seconds, ..., les p*^"" 
termes des sommes en question. 

Par exemple, 



û^i + ûfi + ^1 *i ^1 
Û2 + ûfo + e^ 6g ^2 

«3 + ^3+ ^3 *3^3 



En effet, si Ton appelle Ai, Aj, A3 les mineurs relatifs à 
la première colonne, le déterminant proposé est égal à 

(a» + rfi + ^jAi + (a. + rf, I- c.)k^ -h («3 + rfs + ^3)A3, 

ce que Ton peut écrire ainsi : 

(a,Ai+fl2A2+Û3A3)+(rfiAi+rf2A2+ûf3A3)+(^iAi+^A+^3A3). 

NEUBERO. - Algèbre. 3 





a, ^i Cl 




di *i ^1 




^1 *i ^1 


— 


Ui b^ C2 


— 


d^ bz Ci 


+ 


^2 ^2 ^2 




Û3 bz Cs 




rfg 63 Cs 




^3 ^3 ^3 



- i 
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Les parenthèses étant les développements de 

\a, b, rj, \d, b, r, | , \e, b, c,\, 
le théorème est démontré. 

50. Remarques. — f. Si les éléments de la première 
colonne sont des sommes de p termes, ceux de la seconde 
des sommes de q termes, etc., on peut appRquer plusieurs 
fois le théorème. 

Par exemple 

ûi+*i ûi— ^ ^i| 1^1 û, — ô, rj + I 6, fl, — b, c, I 

= \a, a, c,\ — \a, b,c,\ V\b, a, c,\ — \b, b,c, 
= —2\a,b,c,\, 

II. Si les sommes relatives à une rangée n'ont pas le 
même nombre de termes, on remplacera par des zéros les 
termes manquants. Par exemple, l'équation 







a. + 


X bt c, 






fls + Jc bt Ct 


- 




a-., b., r, 




se ramène à 








1 


bx Cl 




Oi b 


'l Cl 


X 


1 


bi Ci 


+ 


Oi b 


i c, 







bs Cg 




a» b 


s ^ 



= 0. 



51. — Théorème. - On peut ajouter aux éléments <Vune 
rangée ceux (Tune rangée paraUèUy multipliés par un nombre 
quelconque. (Principe de l'addition des rangées parallèles.) 

Par exemple, 



ûl 


bi 


Cl 




«1 f Ibi 


-t- f*Ci 


b, 


Ci 


Oi 


bi 


Ci 




«2+^2 


+ f»h 


b. 


Ci 


<h 


bs 


Ci 




fls + ^S 


+ t^ 


b. 


Ci 



En effet, le second déterminant se décompose ainsi (49) : 

I ûi 6, Ti I + A I 6, Ôi ^1 I + /^ I Ti 6, Ti 

et les deux derniers déterminants sont nuls (42). 
Exemple. — Calculer l'alternant 

\ a a^ 
D = 1 6 6» 

1 c (? 
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Soustrayons la première ligne de chacune des autres ; il vient 



D 



\ a a^ 

b — a b^ — a^ 
c — a (? — a^ 



b — a b^ — a^ 
c — a c^ — a^ 



^ (b — a) (c — a) 



1 b^- + ba + a' 



1 



i- ca + a^ 



En soustrayant encore la première ligne de la deuxième, 
on obtient 

D ^ (b —a) (c — a) {c— b) (a + b + c). 

On arrive au même résultat en observant que D s'annule 
quand on remplace a par b, ou b par r, ou c par a ; donc 

D - (ô — a) (c — a) {c — b)m, 

m étant un facteur inconnu. Pour retrouver dans le dernier 
produit le terme diagonal b(f^ de D, il faut' que m renferme 
un terme c. Or, le développement de D est une fonction 
homogène du 4^ degré en a, b, c qui ne fait que changer 
de signe quand on échange deux des lettres a, b, c et la 
dernière propriété appartient également au produit {b — a) 
{c —a) {c — b)\ donc m est une fonction homogène et 
symétrique du premier degré, d'où /w = a + b + c. 

Multiplication des déterminants. 



52. Théorème. — Le produit de deux déterminants d'ordre n 
est un déterminant d'ordre n dont les différents éléments s'ob- 
tiennent en multipliant une ligne quelconque du premier des 
déterminants donnés par une ligne quelconque du second (*). 

Considérons, par exemple, les déterminants 



D 



ûl 


b. 


Cl 




a^ 


b. 


c^ 


, ^- 


a-i 


b. 


c. 





a. 



== a., 
a.. 



Pi ïi 

/^3 y-i 



n Multiplier deux lignes, c'est faire la somme des produits des éléments 
correspondants des deux lignes. 
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et posons 



^2»! + *2)Sl + ^aXl û-iOs + *2/^2 -|- ^272 ^2^3 + ^3 + ^2^3 

Û3«i + ^3/^1 + ^3^1 û^a^ + ôg/î^ + c^yo a-^a.^ + b-J.^ + c^y^ 

nous allons démontrer que P - D^. 

Pour abréger le discours, appelons file de P l'ensemble 
des termes placés sur une même verticale. 

On peut décomposer P en 27 déterminants partiels (50, 1) 
ayant pour colonnes une file quelconque de la Ke colonne 
de P, une file quelconque de la 2^ et une file quelconque 
de la 3e. 

Ceux de ces déterminants partiels qui comprennent deux 
files de même rang de deux colonnes de P, sont nuls ; par 
exemple 



-= 0. 



Ceux qui sont formés avec trois files de rangs différents 
contiennent D en facteur. Tel est le déterminant 



ûl«l 


a,a2 


bA 




dx 


a. 


K 


ûoOl 


a^a^ 


K^'i 


■-- a^a.J^ 


di 


a. 


h 


Û3«l 


a^a^ 


b',A 




Û3 


a.^ 


h 



a,a^ 


Cxïo 


bxPs 




ûi r, bi 




a^a^ 


c^yt 


b^Ji 


- «i^'/^S 


cio ^2 b^ 


- (-l)ia,y,)^3.D, 


a.^a^ 


C-ifi 


b:A 




a,, Ci b,, 





/ désignant le nombre des transpositions qui ramènent la 
permutation acb à abc. Mais le même nombre / de transpo- 
sitions ramène la permutation ayp à ajiy ; par conséquent, 
( — \y a^y^iP.^ est un terme du développement de A. On en 
conclut que les déterminants partiels de P qui ne sont pas 
nuls, sont égaux aux produits de D par les différents termes 
du développement de A ; leur somme est donc égale à D J. 

53. Remarques. — I. Si Ton transpose (39) l'un des déter- 
minants D, A ou les deux, on voit que leur produit peut 
s'effectuer en multipliant : 

les lignes de D par les lignes de J, 

ou n V » » colonnes 

ou les colonnes » ,; lignes 

ou „ „ ,, ,; colonnes » 



i; 



}i 
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IL Pour multiplier deux déterminants d'ordres différents, 
on les ramène au même ordre soit en élevant celui d'ordre 
inférieur (48, III), soit en abaissant celui d'ordre supérieur. 

L'exemple suivant montrera comment on abaisse Tordre 
d'un déterminant. Considérons le déterminant 

abc 
a' V d 



D = 



a" 6" d' 



où les nombres a, 6, c sont supposés différents de zéro. 
Multiplions les deux dernières colonnes par û ; D sera multi- 
plié par a-. Retranchons ensuite de la 2e colonne la Ue 
multipliée par 6, et de la 3e colonne la Ue multipliée 
par c\ nous aurons 

a 

a! aV — db ad — a!c 
fl" aV'-d'b ad'-^d'c 



. a^ 



a 



aV —à!b ad —a'c 
aV'-d'b ad'—d'c 



III. Le produit de plusieurs déterminants, ainsi qu'une 
puissance quelconque d'un déterminant, peuvent se mettre 
sous la forme d'un déterminant. 

64. Application à Taire d'un triangle. - Soient (jc, , y (), (jCj, y'^^ 
(^s^J'a)» (Xp Y,)., les coordonnées des sommets de deux triangles 
AjAjAjB, B2B3 rapportés à deux axes rectangulaires. 

Si A et B désignent les aires de ces triangles (*). on a 







1 -«i yi 




1 


X, Y, 




2A- 


1 *s y^ 


, 2B- 


1 


Xj Yj 


• 

1 




1 -«s /» 




1 


X3 Y3 




ou encore 


• 








1 










1 


2A 





1 -«i yx 


, 2B - 


1 


X. Y. 







1 -«2 Jj 


f "'^ 


1 


X2 Yj 







1 X., y,, 




1 


X3 


Y, 



(•) On démontre, en géomcliie analytique, que 

2 A = x,y, — x.y-, \ x,y, — x,,y, + x.,y, — x,y^ ; 

le second membre est bien le développement du déterminant | 1 Jf 1 / 1 | • 
Cette formule donne à l'aire A, A 2 A3 le signe + ou le signe - 
suivant qu'un observateur en parcourant successivemeut Ojc et A j Aj voit 
du même côté (à sa droite ou à sa gauche) respectivement l'axe Oy et 
l'aire AJA2A3 ou qu'il les voit de côtés différents. 
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En multipliant membre à membre on trouve 



4AB =- 






1 1 


1 


1 


JCiX, + j'iY, JtiXj + /lYj 


JCiXs + j/iYs 


1 


x^Xi + y^Vi x^Xt + y^Vi 


x^Xs + y^Yg 


1 


JtsXi + J^sYi XsXe + J/gYî 


•"«Xs + y^Vs 



Multiplions les trois dernières lignes par - 2, puis divisons la première 
colonne par - 2 ; le déterminant sera multiplié par 4. Ajoutons maintenant 
aux trois dernières colonnes la première multipliée, respectivement, par 
Xj + Yh X| + Y^, X| + Y|; de même, ajoutons aux trois dernières 
lignes la première après l'avoir multipliée, respectivement, par jcj 4- y^ 
x\ + yii x\ -\- y^. Si rfrs désigne le carré de la distance A r B s , on 
aura finalement 



16AB^ — 




1 
1 
1 



1 



1 



1 



31 



2S 



^32 



13 



^23 



^33 



Faisons coïncider B j B j B 3 avec A j A 2 A 3 et posons A 2 A 3 
AjAj = b, AiA2= C] la formule précédente devient 

111 
16A^ = - 



= «, 



1 





tf 


b^ 


1 


^ 





û* 


1 


b' 


a' 






OU 16A^ -^ — a* — ô^ — r* + 2*2^2 + 2c^a^ + 2a^b^ 

--^ (a + b + c) (a+b — c) (a — b -\- c) {— a -\ b -\- c) 

55. Théorème. — Etant donnés deux tableaux rectangu- 
laires de nombres, T etV, comprenant n lignes et m colonnes, 
formons le déterminant P dont les éléments sont les produits 
d'une ligne quelconque de T par une ligne quelconque de T, 
Si m >> n, P est égal à la somme des produits d'un déter- 
minant formé de n colonnes quelconques de T, par le déter- 
minant formé des colonnes homologues de T'. Si m < n, 
P est nul. 



I. Soient, pour fixer les idées, 



«2 b^ C2 

Uq Oo Co 



d. 



2 ; 



a. 



tto 






7i 
7i 



^ 



'2 ; 



«3 A Yh ^ï 
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les tableaux T et T; alors 








Pm 


P12 


Pis 


P - 


Pz\ 


Pî2 


Pis 




P31 


P^z 


Pss 



OU 



Pli -- ûiQi 4 *i/îi + ^1^1 + d^K 
Pit -^ ûiQ? + *iA + c^y^ + d^K 



Nous allons démontrer que 
P = I a^ 6, rj X I a, /ï, y, I + I ûi 61 rfi I X I a^ )8, a, I 



(1) 



4- I a, r, rf, I X I a, ^1 (», I 4- I 61 r, rf, I X I /îi y, a^ | . 

A cet effet, décomposons le déterminant P en divers 
déterminants partiels en réduisant chaque colonne à une 
seule file. Les déterminants qui comprennent deux files 
occupant le même rang dans deux colonnes de P, sont nuls. 
Les déterminants partiels qui sont composés de trois files 
de rangs différents, sont égaux à Tun des déterminants 

multiplié par un terme du déterminant correspondant de 
la suite : 

l«i/'i}'il, |«i^i^i|. loiyi^il, l/îi^i^il. 

De là on conclut aisément l'égalité (1). 
2. Considérons, en second lieu, les tableaux 



I 



fl, b^ 
a., b. 



a, 



a, 



a. 



Pi 
Ps 



Le déterminant 



est égal à zéro ; car on peut le considérer comme le produit 
des déterminants nuls | ûi ^i |, | «i /^i |. 

56. Application. — Appliquons le théorème (55) aux 
systèmes 



Oi 


6. 


• •• 


/. 


1 '^' 


*. 


.*. 


A 


û. 


b, 

* 


• ■« 


U ' 


1 Û2 


b. 


.•• 


4 
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Alors 
P = 



a\ + b\ + ... + /î 
fljû, + bfbi + ... + 4A 



ûiflj + bibt + ... + /i4 

ûî + « + ... + /; 



3t 



d'où V identité de Lagrange 

(a\ + 6î + ... + /î) (ûî -f « + ... -1 /î) - (û,a. + bA 4 ... + A/,)* 

Théorème de Laplace 

(Beaumont-en-Auge 1749 - Paris 1827). 

57. Déterminants partiels. — Etant donné un déterminant 



D 





On 


Û12 


... flin 




Oii 


«22 


... a2n 




uni 


Ûn2 


ÛJnn 


îs de rangs 




ai, 


<hf 


«3, 


..., Ci 



(Kn) 
et les colonnes de rangs 

Ai A> finf "f Pi ; 

les éléments communs à ces lignes et à ces colonnes appar- 
tiennent à un déterminant d'ordre /: 



ô = 



%A %^2 •• %Pi 



d est appelé un déterminant partiel ou sous-déterminant de D; 
on le représente sans ambiguité par le symbole 



^1 f^t ... A 

Oj Og ... ai 



Soient 



« i + l> « i + 2> ••• «n et ^ i + 1, ^ i -f 2; ... A 
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les rangs des lignes et ceux des colonnes qui n'entrent pas 
dans d ; les éléments communs à ces lignes et à ces colonnes 
appartiennent à un autre déterminant partiel ô\ qu'on appelle 
le complémentaire de ô et qu'on peut représenter par le symbole 

i^i^-i i8i-f2 ... fin 
Qi^l «1^2 ... «n 

Les combinaisons ai a^ ... ai^ p^ fi.^ ... /Si, ai ^ i ... On, )^ i + 1 ... fin 
sont supposées ordonnées, c'est-à-dire sans inversion. 

58. Lemme. — Etant donné un déterminant D d'ordre n, 
soit d le déterminant partiel formé avec les éléments communs 
aux i premières lignes et aux i premières colonnes, et soit d' 
le sous-déterminant complémentaire de à : le produit dô' fait 
partie du développement de D. 

Parmi les termes de D, considérons ceux qu'on déduit 
du terme principal 

en remplaçant la suite des seconds indices de la partie 
ûii «22 ... uw par une permutation quelconque y^ y^ ... y\ de ces 
indices, et aussi la suite des seconds indices de la partie 
restante awk... «nn par une permutation quelconque yv ... ^'n 
des indices k, k + i,.. n. Soient /t le nombre des inversions 
de la permutation y^ y^ ... yi , et /i' celui des inversions de 
yv ... yn ; a* -t /^' sera celui des inversions de y^ ... yi yv ... /„ . 
La somme des termes considérés de D sera donc 

Z{'-\)^-^H''aiy^.,.a\y.^ayy^ ... ^^ n y„ 

OU 2{ — \)^a^y^„.aiy. x 2'(— 1)/"^:^^^ .. a„y„ . 
Or, d^2{—\)^a,y^.:axy., (5'--2'(^l)/^'awyk ...ûny„; 
le lemme est donc démontré. 

59. Théorème de Laplace. - Etant donné un déterminant 
D d'ordre n, partageons les lignes en deux tableaux, T et T', 
comprenant respectivement \ et n — i lignes. Soit S un déter- 
minant partiel formé avec les éléments communs aux i lignes 
et à i colonnes quelconques de T, et soit ô* le complémentaire 
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de ô. Si m désigne la somme des rangs des lignes et des 
colonnes de D qui entrent dans à, on a 



D - 2'(— 1)™W'. 
En effet, soient, respectivement, 

(Ci, Oi, ... ai), (ak, Ok+i, ... «n ), OÙ A = / + 1. 

les rangs des lignes du tableau T, et ceux des lignes du 
tableau T'. Ces nombres a sont donnés et restent invariables. 
Formons le déterminant partiel à dont les éléments 
appartiennent à la fois aux / lignes de T et aux colonnes 
de T de rangs 

pxf fi'if ... pi ; 

formons aussi le déterminant partiel ô' avec les éléments 
communs aux n ~ i lignes de T' et aux colonnes de T 
de rangs différents de celles de ô ; nous désignons les rangs 
de ces colonnes de T' par 

ô et A* sont des sous-déterminants complémentaires. 

Le produit ôô\ pris avec un signe convenable, fait partie 
du développement de D. Car, par des transpositions de deux 
rangées parallèles on peut donner aux lignes de D Tordre 
ai Og ... a i ak ... an (*) et aux colonnes Tordre fii /?2 ... p \ fi^^ ... pn . 
Le nouveau déterminant D', représenté par 

fil Pi ' » fii Pv ... fin 

Qi a^ , . a\ ak ... a» 

est égal à 4 D ou à — D, suivant que son terme principal 

fait partie de D avec le signe + ou avec le signe — ; ce 
signe est celui de ( — \f^+^\ // et /u' désignant respectivement 
les nombres des dérangements que présentent les permutations 

a, Gi ... ai ak ... an , fiifit . . fiifik ... fin . 



n Cela veut dire que la ligne qui occupait le rang a^ devient la 
première, celle qui occupait le rang ag devient la seconde, etc. 
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Or, les combinaisons a^a^ ... ai et au ... an , que nous suppo- 
sons ordonnées, ne présentent aucun dérangement. Mais les 
éléments de a^ a^ ... Oj forment avec ceux de Ok Ck^-i ... an 
respectivement 



a, 



1, o^ — 2, ... a\ 



inversions ; car la combinaison ay ak+i ... an renferme tous les 
nombres plus petits que a^, tous les nombres plus petits que 
ag à l'exception de a,, tous les nombres plus petits que Og à 
l'exception de a^ et a^, etc. Il résulte de là et par analogie que 



// = (a, -I Oa -h ... t Oi ) 

/i' = (A -\ fi. + ... + i^i) 
donc si l'on pose 



(1 i 2 t ... t 0. 
(1 4 2 + ... + î); 



a, -1 as 4- ... 4 ai -| /^, + /S, + ... + (ii - /w, 



on a 



;, + ^' = m — 2 (1 + 2 -t ... 4 /), (— 1) /^ + /^' (—1) m. 

Par conséquent D' = (— l)mD. 

Cela posé, le développement de D' (58) comprend le 
produit des déterminants partiels complémentaires 



A A - Pi 



«1 «2 



Oi 



= A. 



Pk ... fin 
«k ... an 



= ô\ 



de sorte qu'une partie du développement de D est (— 1)^^^'. 

Mais si l'on remplace la combinaison (ii yî, ... pi successi- 
vement par toutes les combinaisons des nombres 1, 2, ... n 
pris / à /, on aura, sans omission ni répétition, tous les 
termes de D. Donc 

D H (— l)mdô\ 



Par exemple, le déterminant 



ai 



*4 ^4 
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est égal à 



' 


a, 


b. 


c. 


(k 


1 


a, 


^1 


Z'. 


rf, 




ÛI 


rf. 


^. 


A 




a» 


b. 


c^ 


d. 


+ 


fls 


^8 


A. 


rf* 




a» 


rfa 


b. 


^4 




b, 


c, 


a< 


d. 


1 


A. 


rfl 


a» 


^f 




A 


rf, 


«2 


b. 




b. 


c. 


a« 


d. 


+ 


^, 


rfa 


Û4 


^4 




^3 


rfs 


«4 


b. 



Remarques. — I. (— l)mi' s'appelle le cof acteur de b, 

II. Un théorème analogue a lieu pour les colonnes de D 
partagées en deux tableaux de / et de /z — / colonnes. 

60. Corollaires. — I. Si les éléments communs à i lignes et 
an — i colonnes sont nuls, le déterminant se réduit au 
produit de deux déterminants. Par exemple 



a, 


A. 


Cl 


</. 


ex 


c 


b. 


Ct 


d. 


e^ 








Cz 


d. 


e» 








Ci 


d. 


e* 








fs 


ds 


e. 



Ui bi 
Ui b^ 



Cz 


a. 


es 


c. 


d. 


Ca 


Cb 


ds 


e^ 



Réciproquement, le produit de deux déterminants dont les 
ordres sont respectivement p et q^ peut se mettre sous la 
forme d'un déterminant d'ordre p \- q, 

II. Si les éléments communs à i lignes et à plus de n — i 
colonnes sont nuls, le déterminant est identiquement nul. 

Remarque. — Le théorème (59) généralise la première 
propriété des mineurs (47). On généralise la seconde en 
remplaçant une ou plusieurs lignes du tableau T' par un 
nombre égal de lignes du tableau T pour composer les 
déterminants partiels désignés ci-dessus par d\ 



DÉTERMINANTS ADJOINTS. 

61. Définition. — Soient An, A02, ... les mineurs de 



D 



au an 

flnl an2 



a\n 

Uth 



nn 
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Ces mineurs sont les éléments d'un nouveau déterminant 

"Il "12 •" "In 
^^21 ^*22 *** 



D' = 



>2n 



A„i A 



n2 



^nn 



qui est appelé le déterminant adjoint ou le réciproque de D. 

62. Théorime. — Le réciproque d^un déterminant D d'ordre 
n est égal à D"-^. 

Appliquons à D et D' la règle de la multiplication (52) 
en tenant compte des propriétés des mineurs (47); il vient 

DO ... 
D ... 



DD' 



d'où D' - D"->. 







D 



-Dn, 



63. Théorème. - Soit D' le réciproque d'un déterminant 
D, d'ordre n. Un déterminant partiel, d'ordre i, de D' est 
égal au produit de D*-^ par le cofacteur du déterminant 
partiel correspondant de D. 

Considérons, par exemple, le déterminant 



D - 



Un 

a», 
Un 



a^ 



û,3 

a»» 

Û4S 



a^ 



Û15 

a^a 



• (1) 



Un déterminant partiel du réciproque D' de D est 



mettons-le sous la forme (60, I): 

Ail Ali Ai3 

Aïi Aïï Aa-i 
— A.HI Aa-i A:ia 


















Ai8 

Aas 
A33 



Au 

Ajj* 

A« 

1 





Ai5 
Aîi5 

AjiA 




1 
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En faisant 1 


e produit 


dej 


trouve (47) 








D 


au 




D 


du 


Da=- 


D 


fls4 







Û44 







Û54 



des déterminants (1) et (2) on 



Û15 








a^& 




au 


a^ 


(Isf, 


- D' 


ÛM 


fl.w 


au 








a^ 









ou 



d --- D' 



au 



«45 
Û56 



Lorsqu'il s'agit d'un déterminant partiel de D' dont les 
lignes et les colonnes ont des rangs quelconques, on permute 
d'abord les lignes et les colonnes de D' de manière que 
celles qui entrent dans le déterminant partiel considéré, 
deviennent les premières : on dispose ensuite les rangées de 
D dans le même ordre que les rangées homologues de D' ; 
ce qui change D en (- l)"iD, m ayant la signification 
indiquée (52). La démonstration s'achève alors comme 
ci-dessus. 

64. Corollaire. — Soient A'n , A'12 •.. les mineurs du réci- 
proque D* d'un déterminant D, d'ordre n. Le théorème 
précédent donne 



A'n - D"-2fl„, A'.. = D"-2a 



i«, 



Donc, les mineurs de D sont proportionnels aux éléments 
correspondant de D. 

65. Propriétés des déterminants nuls. — I. D'après les 
théorèmes (63) et (64), lorsqu'un déterminant est nul, son 
réciproque D' et tous les délerminants partiels de D' sont nuls, 

II. Supposons que D soit nul sans que tous ses mineurs 
soient nuls. Alors en appliquant la propriété précédente aux 
déterminants partiels qui se déduisent des deux lignes 



Ari Ar2 Ar3 
Asl As2 As3 



^riî 



^sn; 



on trouve les proportions 



Am 
Asl 



r2 



^82 



r3 



s3 



'rn 



^ns 
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Donc : Lorsqu^un déterminant est nul, les mineurs relatifs 
aux éléments (Tune rangée sont proportionnels aux mineurs 
relatifs aux éléments homologues (Tune rangée parallèle, 

m. Pour qu'un déterminant D soit nul, il faut et il suffit 
quHl existe une même relation linéaire homogène entre les 
éléments de chaque ligne ou de chaque colonne. 

Nous ne considérons que le cas où les mineurs de D ne 
sont pas tous nuls; par exemple, quelques-uns des mineurs 
Ari, Ar2,... sont différents de zéro. 

La condition est nécessaire : car d'après la propriété des 
mineurs (47), si D = 0, on a 

fin Asi ^ ûrt As2 + . . + «m Asn = 0. (r = 1, 2, ... n) 



même pour r ^ s. Elle est suffisante; en effet, si 

^1 fin + k an I ... V K Um = (*) 



(1) 



pour /• = 1, 2,... n, multiplions la première colonne de D 
par Aj et ajoutons-y les suivantes multipliées respectivement 
par A2 , ^3 , ... ^1 ; les nouveaux éléments de la première 
colonne étant nuls en vertu des relations (1), on a néces- 
sairement D = 0. 

DÉTERMINANTS BORDÉS. 



66. Définitions. — Etant donné un déterminant 



D 



au an 

Û2I ^22 



a\n 
a2n 



uni an2 



'nn 



on a souvent à considérer un autre déterminant de la forme 



D' 



au 


Un 


• •• 


ûln 


J^l 




ail 


an 


• *• 


Û2n 


^2 




• 9 


• 

Ûa2 


• 
• •• 


• • 


• 


• 


jC, 


x\ 


• ■• 


x\ 








n Quelques-uns des nombres X pourraient être nuls ; nous supposons 
ici Al différent de zéro. 
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On dit que D' est le déterminant D bordé d'une ligne et 

d'une colonne ; nous le représentons par (Dî*). 
Le déterminant D peut être doublement bordé: 



(DÏV) - 



du 


fl|2 


ûln 


JCl 


J'I 


Û21 


Û22 


Û2n 


Jf2 


J'2 


• • 

uni 


• • 

Anz 


• * • 


• 


• • 


X^X 


A 


■* n 








/l 


/î 


... /n 









il peut être triplement bordé, etc. 

67. Théorème. — Soient A„, A12, ... 
déterminant D d'ordre n. O/z a 



fes mineurs d'un 



(1) 



r ^/ s recevant successivement toutes les valeurs 1, 2, 3, ... n. 
En effet, développons (Dî') suivant les éléments de la 
dernière colonne; en appelant B,, B^, ... Bn ses mineurs 
relatifs à jc^, jCg, ... Xn , nous aurons 

(Dx =^ X\ Bi f X2 B2 4- ... + Xr Br 4 ... + JCn Bn . 

Désignons par Dr le déterminant qu'on déduit de D en 
remplaçant la /* ligne de D par la suite x\j x\^ jc'n . On a 

Br = — Dr ; car si l'on échange dans (Dî*) la a* ligne et la 
dernière, Xr devient le dernier élément et le mineur corres- 
pondant est alors égal à Dr , mais (Dî*) a été multiplié par — 1. 
On peut donc écrire 

(Dï.) = — (x, D, -\ X, D, + ... f Xr Dr + ... + Jc„ D„ ). (2) 
Or 

Dr ~- Xi Ari -r JCo Ar2 i~ ". i~ .^ s Ars t ••• ~T -^n ^m\ [y] 

en substiturnt cette valeur et les valeurs analogues de D„ 
Dj, ... on trouve la formule (1). 

68. Corollaire. — Si le déterminant D est nul sans que 
tous ses mineurs soient nuls, le déterminant bordé (Dï») 
est un produit de deux facteurs linéaires. 
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En effet, si D - 0, on a (65, I) 

A ri Ar2 Ar3 Am 

A ~ A A ~ "- ^ 'X~f 

•'»ii •'•la •'»i» •*»lii 

d'où, en désignant ces rapports par Ar : 
Les égalités (3) et (2) du § précédent donnent alors 

Uf - Akf (Jf lAii + 3C^Aiï + ... + JC n Ain) = ^r i-'i > 

(DÎO - — Di(aCiAi + X,k, + ... + OCnAn). 

Remplaçons les quantités k par les valeurs 



f An , A:ii , A:ji 

r\ii /\ii /An 



il vient 



1 

(DxO-— T-lx'iAn t-x',Ai,-| ... I x'nAi„)(XiA„+a:,A,i + ...+JfnA„i). 

69. Un déterminant doublement bordé (D?yO donne lieu 
à une remarque curieuse et utile, quand on applique le 
théorème (63). 

Car, les mineurs qui correspondent aux éléments du 

carré final q q étant les déterminants simplement bordés 

(Dïo -(d;;o, -(dî.), (d;o, 

forment un déterminant partiel du réciproque de (Dj^yO: 

(D];,) -(Dj.) 

et le cofacteur du déterminant partiel correspondant de 
(Dï^yO est précisément D. Donc 

(DJO (Dî.) - {D}) (DÏO = DlDj^yO. 

DÉTERMINANTS SYMÉTRIQUES. 

70. Un déterminant est dit symétrique lorsque tout élément 
Un est égal à son conjugué ûsp 

NEUBERO. - Algèbre. 4 



= fr\y 



(Dl) (DJ.) - (D;.) (PI), 
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Les mineurs A^, Asr d'un tel déterminant étant égaux, le 
réciproque d'un déterminant symétrique est lui-même 
symétrique. 

Soit D un déterminant symétrique nul. On a (65, I) 



Au Arl 



Air 



= -T^, d'où A,r — An — y An A 



rrf 



(1) 



rr 



le radical étant pris avec un signe convenable. 

Si Ton borde le déterminant symétrique nul d'une colonne 
et d'une ligne, la relation (68) 

A„(D![0-— (x'iA„+ac',A,, + ... + j:'nAin)(xAi ^ >^»A« + ... + x„A„i), 
à cause des égalités (1), prend la forme 

(DÎO = — (x'i |/An + x\^k^ + ... + x' „ vA„„) (X, V An + x,yA« + ... + x „ )/A„„) ; 

les radicaux ont respectivement les signes de A„, Ai„ ..., Am. 
En particulier, si jc'r = Jc r , on a 

(Dï) - — (X.f An + X^\'k^ + ... + X„VA„n)«. 

71. Déterminants symétriques gauches. — Un déterminant 
est dit symétrique gauche lorsque les éléments conjugués 
sont égaux et de signes contraires et que les éléments 
diagonaux sont nuls. Tels sont les déterminants 






c 


b 




— c 





a 


1 


b 


— a 











a 




b 


c 


— a 







d 


e 


b 




d 





f 


— c 




e 


-/ 






Tout déterminant symétrique gauche d'ordre impair est nul ; 
car si on multiplie chaque colonne par — 1, on obtient le 
déterminant transposé, et comme le déterminant proposé 
change seulement de signe, il est égal à zéro. 

Etant donné un déterminant symétrique gauche^ les mineurs 
relatifs à deux éléments conjugués sont égaux et de même 
signe, ou égaux et de signes contraires^ suivant que tordre 
du déterminant est impair ou pair. En effet, on passe de 
A rs à Asr en transposant Ars et multipliant ses colonnes 
par — 1. 



* • 



< . • 
I • ♦ *. 
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Tout déterminant symétrique gauche (Tordre pair est le 
carré d'une fonction rationnelle des éléments. Pour plus de 
facilité, nous considérons un tel déterminant sous la forme 






Xi Xi 



Xn 



— OC" 




avec les hypothèses Un = a««... -= «nn = 0, Un -= — ûsr. Posons 



D 



Un 

a^x 



Un 



dm 



uni a^t ... ûnn 

et appelons A„ , A,^,... les mineurs de D; comme D est 
sysmétrique gauche et d'ordre impair, il est nul. En appliquant 
une propriété des déterminants symétriques nuls, bordés 
d'une ligne et d'une colonne (70), on trouve 

à --'- - (Dî) - {Xx \' Axx \- x,^ A^ + ... -h jc„ y A„„)*. 

Mais A„, A«, ..., Ann sont des déterminants gauches d'ordre 
/î— 1; donc si le théorème est vrai pour l'ordre /i— 1, il 
est vrai également pour l'ordre n + l. Or, le déterminant 
gauche du second ordre est de la forme 



a 
a 



^û- 



donc la proposition est démontrée. 

Exercices et notes. 

Nous désignons ici par Li, L^, ... les lignes, et par C„ Q, ... 
les colonnes d'un déterminant. 

1 . Le nombre total de dérangements contenus dans toutes les permuta- 



tions 



de n éléments est égal à ^CSPn. 



2. Les permutations ai a-i ... flp bx b^ ... ^q, bx b-i ... bq ai a* ... ap sont de 
la même classe ou non, suivant que ( — 1)M est positif ou négatif. 

3. Dans le déterminant dn 5c ordre, trouver les signes des termes 
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4. Trouver le signe du terme qui correspond à la seconde diagonale d'un 

-n(n-n 

déterminant d'ordre n. Réponse: celui de ( — 1)2"^" '. 

5. Trouver la valeur numérique du déterminant {carré magique) 

2 7 6 
9 5 1 
4 3 8 



6. 



abc 
a + m b + m c \ m 
a ^n b-\ n c \^ n 



0, 



a a -|- a a-\- na 
b b-\-fi b + n(i 
c c + Y c+ny 



= 0. 



7.Sia+a' + b + bf + c + c' = 0, 



on a 



D 



igia + a') tg(fl \-ff) tgia+c') 
tg{à + a') [g{b + b') ig{b+d) 
tg(c + a') tg ic + b') tgic + if) 



0. 



Développer D et remplacer chaque terme par la somme de ses facteurs. 



8. 



9. 






a" 


b' 


(f 




ad 


blf cd 


a' 





f" b" 




aa' 


cd bb' 


b' 


(f* 


a"- 




bb^ câ 


aa! 


(f 


b" 


a" 




af bb' 


aa' 








1 


a 


a' a' 










1 


b 


b' b' 










1 


c 


â d" 










1 


d 


<P d' 





(A— û) (c—a) {d—a) (c—b) (d—b) {d—c) {a-\-b + c+d). 



10. 



a b c 

a c b 

b c a 

c b a 



(a \ b \ c){—a+b+c){a'-b-^c){a+b—c). 



Ajouter à Ci soit Cs, Ci, CU, soit G, — C3, — C4, etc. 



11. 



a + b c c 
a b -[- c a 
b b c -V a 



= Aabc. 
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Le déterminant s'annule pour a = 0, pour b = 0, pour c = 0, etc. 
12. 



xyz. 



13. 



■ 


1 1 
1 1 +x 
1 1 
1 1 


1 1 
1 1 

1 + 3' 1 
1 1 +z 


â* bc c» 




a 


' ca a* 
» ab b^ 


- (fl« bc) {b^- 



Si Ton divise Li, L2, L3, respectivement par b^^ c^, a^ , on obtient un 
déterminant de Vandermonde. 



14. 



(a + A)2 c^ c^ 

b^ b^ (c^-ay 



= 2abc(a + b + cy. 



Le déterminant s'annule pour û = 0, d'oii le facteur û, etc. ; en retran- 
chant Cl de C2 et de C3 on trouve le facteur (a + b+cy ^ etc. 



15. 1 sinx cosx 
1 s\x\y cosy 
1 sinz cosz 

Le déterminant se ramène à 



- 4 sin^ (^— y) s\n^{y—z) s\x\^{x—z). 



XX XXX 

cos*2+s'"*2 2sin2COS2 cos^2 



sin^- 



X 

2 



-—4 



cos^^ 



X 

2 



cos ô sin ô 



sin*- 



X 

2 



jc y 2^ 

En divisant Li,L2, L3, respectivement par cos^ô' COS^ô' COS'ô' 

on obtient un déterminant de Vandermonde. 



16. 



sin^a sin a cos a 
sm^b sin A cos A 
sin^ c sin ^ cos ^ 



sin (a-\ b^c) sin (a— 6) sin (a— r) sin (6—^). 



Diviser Li par sin a, L2 par sin b, L3 par sin c, et multiplier ensuite 
C3 par sin a sin ^ sin c\ retrancher Li de L2 et de L3 , etc. 

17. sin a cos a sin 2a 

sin b cos b sin 2b 
sin c cos c sin 2^ 

4 sin sin— ^ sin— ;r— [sin (a-\-b) + sin (6 -| ^) + sin (^ + û:)]. 
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Ajouter à C3 les produits de Ci et €2 respectivement par 

cos{a+b-\c) — 2cosa, — sin (a+b+c) — 2'sinû,etc. 

18. c» (a + x)» (2a + x)» 

6» {b + xy (2b + X)» 
c» (c + xy (2c + x)' 

3x^a—b) (b—ài {c—a) [(a + b+c)x* + 3(ab+bc+ca)x+6adc\. 

19. Démontrer que le déterminant, d'ordre n + ï, 

x a a ... a 



a 
a 



X 

a 



a 

X 



a 
a 



a a 



= (x 4- fio) (x — a)" . 



20. Faire le produit des déterminants 



a» 3a* 3a 1 

b' 3b* 3à 1 

c» 3c* 3c 1 

d" 3d* 3d 1 



1 —a' a'* 

1 — b' b'* 

\ —d d* 

1 —d' a* 



— c" 

— b"' 

— c"> 

— rf"» 



21. Faire le produit des systèmes rectangulaires 



fl» 3a» 
A» 3b* 
f» 3c* 



a 



'î 



— a'» 

— c" 



3c 1 ( 1 — a; 
3b 1 . 1 -b' ff* 
3c l \ \ -d (f* 

ou celui des systèmes analogues comprenant plus de 4 colonnes. 
Quelles relations peut-on conclure des exercices 20 et 21 ? 

22. Plus généralement, si 

FCxj'j-iAoX" \ A,x"-y 1 ... + A„_,X3;"-' -f A„j;", 
le déterminant 

^(x,,yd ^(x,,y,) ... f{x„yp) 



Dv= 



F(*P.J'.) ^{Xpjt) ... F(Xp,jp) 
est le produit des deux systèmes 



X" 


yn-l 


••• 


X, 


1 


f A, 


A,y, 


A.J/Î 


••• 


An>^ 


X" 


vn-l 
■*2 


••• 


X, 


1 


A„ 


A,y^ 


A,f, 


••• 


A„J^, 



x" 



.n-1 



Xp 1 



A. A.;/p A,yl ... A„j^" 
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En conclure que D = si p ^ n + li et trouver la valeur de D 

lorsque p = n+\ ou <Cn+\, 
23. On appelle circulant tout déterminant de la forme 



a, 


û« 


as 


••• 


an 


an 


ûi 


a. 


••• 


ûn-1 


dn 1 

• • 


an 

« 
• • 


a^ 

• 


••• 
• • 


an-% 

• • 



ai 



as a^ ... (Z] 



Démontrer qu'il est égal à un produit de n facteurs de la forme 

ûi + a^œ -f flsCO* ... + ûn «>""' 



(1) 



où l'on remplace (o successivement par chacune des n racines de l'équation 



•n 



1 =0. 



On ajoute à Ci les produits de C«, Cs ..., respectivement par a>, a>*, ... 
a>"~^ ; les éléments de C, seront égaux à la quantité (1), multipliée par 

1, co, ù/f ... tt>"~*, etc. 
24. Le produit de deux circulants de même ordre est un circulant. 
En particulier, 

abc 

c a b - i:a^—'iabc=2a{2a^—2ab)f 

b c a 

{i:a'—3abc) {2à''—3a'bY) ^ 2'A»— 3ABC, 
{Ha'-Hab) {2a''—Za!b') = Zk'—Zk'R, 



ou 



xxk- aa' ^bb'+cd, B=ac' + ba' + cb\ Z=ab' \ bâ \ ca\ 



25. Le circulant dont la première ligne est 



fl, a V r, a -\- 2r, ... a -\- n—\r 

2L pour expression (— l)<"-'>/Z"-2rn-ïS, 

S étant la somme des termes d'une ligne du déterminant. 

26. Soit un déterminant quelconque d'ordre n. Formons les combinaisons 
ordonnées des nombres 1, 2, ... n pris / à /*, et désignons-les par 

Yit y^f Ys ... ymf où m = c?- 



Soit on le déterminant partiel de D formé avec les éléments communs 
aux lignes et aux colonnes dont les rangs sont, rsspectivement, les éléments 
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des combinaisons }'r 6t ys ; soit aussi ô'n le cofacteur de ^rs- Si l'on pose 



à = 



d 



21 



S2 



d 
Ô 



tm 



Ômi à 



^mi 



ma ••• 



ô 



mm 



A' = 



^11 ^12 ••• ^ im 
O 21 o 2a ••• ^ 2ni 



d mi O m9 ••• V 



ma 



mm 



on a ^ J' - D"», J = Di", J' ^ D»"-i", où /^ = CîZ;, 
27. Considérons les tableaux rectangulaires 



du 






ûim+i 

d'if n-|-i 



Ail Aiî 



^ni 



fln^ 



*^i;n-i 

^2; n - 1 



'ni 



'na 



^n, n-i 



ûn,n+i 

comprenant /ï lignes et, respectivement, n -{- \ ci n - \ colonnes. 

Appelons Ap le déterminant obtenu en supprimant la p^ colonne du 
premier tableau, et Bp le déterminant obtenu en écrivant cette y^e colonne 
à la gauche du second tableau. Cela posé, démontrer la relation 

Al Bi - A3. + A. Bh... + (-!)" A„+i B„+, = 0. 

En effet, si l'on considère les déterminants 

Ui On On ... ^i;n-i 
Ui On O^ ... O^f ij — I 
^» ^81 ^32 •" ^stn-i 



Cl G<i •.. 


^n+i 


Un Cl\-i ••• 


fli,nH-i 


dix Q'n ... 


Û2,n+i 



uni uni 



ûn,n+i 



^n ^ni ^n« ••• *^a,n-i 



les mineurs du premier relatifs aux éléments c,, r^, c^, ... sont A^, - A^ 

A3...; appelons ^i, ^-, ..^n les mineurs du second déterminant, relatifs 
aux éléments dx, di, ... rfn. Nous aurons 

Ajoutons les égalités analogues après les avoir multipliées respective- 
ment par Ai, - A2, As, ...; les coefficients de ^1, ''a, ^3, ... seront nuls. 



28. 



29. 








X 


y z 




— X 





i 


: b 




y 


— c 


a 




— 2 


h 


— c 


( 


X 


a 


b 


c 




a 
b 


X 


d 

X 


e 
f 


- JC 


c 


— e 


-f 


X 





= {ax — ôy + czf. 



- X* + jc^ 2" a? + (af— be + cdf. 
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CHAPITRE lli. 



ÉQUATIONS LINÉAIRES. 



Équations non homogènes. 

72. Système de n équations du premier degré à n inconnues. 

Nous considérons un tel système sous la forme 

ar\X, H ûrtX, + ... + ûmJCn — 6r = 0, (f = 1, 2, ... n), 

Xif x«, ... Xn étant les inconnues et «„, 6r des nombres donnés. 
Soient X„ X^, ... Xn les premiers membres de ces équations : 

Xi '^£ CluXx + ûiiJCï -f- ••• + û^lp^p h ••• + ÛinJCn — 6i, 
Xa ^^ ûïi^i + ûwJCï 4" ... 4 Û2p3(rp + ... + (l2nXn — Ôjj, 



Xn = ^nl-^i + ûna-^ï 4" ••• + û^np^p "1 ••• + ^nn^n — ^n 

le système proposé sera 
Le déterminant des coefficients des inconnues : 



(1) 



(2) 



D 



^11 ^IS ••• **lll 



uni ûrn2 



a 



nn 



est appelé le déterminant du système (2) ; nous représen- 
terons les mineurs de D par Au, A,«, .... 

73. Théorème. — Un système de n équations du premier 
degré à n inconnues dont le déterminant D n'est pas nul, 
admet une solution et n'en admet qu'une seule. Les valeurs des 
inconnues ont pour dénominateur commun le déterminant D ; 
le numérateur de chaque inconnue est le déterminant qu'on 
obtient en remplaçant dans D les coefficients de cette inconnue 
par les termes connus correspondants, ceux-ci étant supposés 
écrits dans les seconds membres des équations. 



.»j 
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Ajoutons membre à membre les identités (1) multipliées 
respectivement par les mineurs relatifs à une même 
colonne de D, 

quantités qui ne sont pas toutes nulles puisque D 7^ 0. 
Il vient 



AipXi -|- A2pX2 -f- ••• T" AnpXn 

:(ûiiAip + fl2iA2p + ...)^i4 (ûi2Aip + a22A2p + ...):«2 + ... 
I- (aipAip + a2pA2p + ...)Xp + ... — (éi Aip + ^2 A2p + ...). 



(3) 



Dans cette nouvelle identité, le coefficient de Xp est égal 
à D (47) et ceux des autres inconnues sont nuls ; la quantité 



6,Aip + 62A2P + ... + *nA 



np 



est le déterminant D où la p^ colonne est remplacée par 
A„ Ag, ... bn f désignons-la par Dp . L'égalité (3) se réduit donc à 

A,pX, + AîpXg + ... + A„pX„ E^ Dxp — Dp. (3') 

Remplaçant p par 1, 2, ... n, on voit que les identités (1) 
entraînent les suivantes : 



AnXi + A21X2 + ... + A„iX„ = DjCi — Di, 

AigXi 4" A20X2 + ••• + An2Xn = DXg — Dg, 



AinXi + A2nX2 + ... + AiinXn = DXn — Dn . 



(4) 



Donc, s'il existe des valeurs de x^, x^, ... Xn qui vérifient 
les équations (2), ces valeurs vérifient aussi les équations 

Dxi — Di = 0, Dxg — D2 - 0, ... Dxn — D„ -^ 0. (5) 

Comme D / 0, le système (5) admet une solution et une seule : 

D' — D' "*' — D * ^ 

Il reste à montrer que ces nombres satisfont au système (2). 
A cet effet, ajoutons membre à membre les identités (4) 
multipliées respectivement par les coefficients des inconnues 
de l'une des équations données, 
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quantités qui ne sont pas toutes nulles. Dans l'égalité 
résultante, le coefficient de Xr est 

ûrlAri + ar2Ar2 + ... + «rnAn, =- D, 

et les coefficients des autres quantités X sont nuls (47) ; donc 

DXr =ari {Dx, — Di) + ar2{^x^ — De) + ... + an,(D.«„ — D). 

Cette identité montre que les valeurs (6) vérifient Téquation 
Xr = 0; comme on peut faire r -= 1, 2, ... n^ elles satisfont 
au système proposé (2). 

74. Remarques. — I. Supposons 

D / 0, b, ^ b^ ^ ... - A„ = 0; 

les équations (5) ont la forme Dxr -- 0. Donc un système 
de n équations linéaires et homogènes à n inconnues dont 
le déterminant n'est pas nul, admet la seule solution 

Xi = 0, x« =- 0, ... Xn = 0. 

II. Supposons D = 0, Dp / ; le système (2) est impos- 
sible. En effet, l'identité (3') se réduit à 

AipXi + A2pX2 4~ — "t~ AnpXn ^ — Dp ; 

on en conclut qu'il ne peut exister de valeurs de x,, x,, ... Xn 
annulant à la fois X„ X^ ... Xn . 

75. Théorème. — Etant donné un système de n | 1 
équations du premier degré à n inconnues, si n de ces 
équations admettent une solution unique (ont un déterminant 
différent de zéro), la condition nécessaire et suffisante pour 
que cette solution vérifie l'équation restante, est que le 
déterminant formé avec les coefficients des inconnues et les 
termes connus des n + 1 équations soit nul. 

Soit le système 

Xi - 0, Xo = 0, ... X„ - 0, Xm -- 0, {m = n -f 1) 

où Xr =- - ar\X^ -\- a X^ + ... + UmXn — *r . 
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Posons 



ûll 


^12 


••• 


ûln 


*. 


û« 


^2 


••• 


^211 


6. 


• • 

uni 


• • 

Ûn2 


• 


• • 


• • 


^ml 


Ama 


••• 


Û^mn 


bm 



A = 



Si l'on multiplie la dernière colonne de à par — 1 et 
qu'on y ajoute les autres colonnes multipliées par des 
nombres quelconques x„ Xt, ... Xn , on trouve 



J = — 



au 


Û12 


••« 


(l\n 


X, 


«21 

• • 


«22 

• • 


••• 

• 


• • 


X, 

• 


• • 


• • 

Ûn2 


• 


• • 

«nn 


x„ 


dml 


dm! 


■•• 


ûmn 


x„ 



(1) 



Prenons pour (Xi, Xj, ... Xn) la solution unique qu'admettent, 
par hypothèse, les équations 

X, =0, X, = 0, ... X„ = 0, (2) 

et soit D le déterminant du système (2); l'égalité (1) devient 

A = ^ DXm. 

On en conclut que si la solution des équations (2) vérifie 
également l'équation Xm -- 0, on a J -- ; réciproquement, 
si A -= 0, l'équation Xm = est compatible avec le système (2). 

Remarque. — En sousentendant la condition D / 0, on 
énonce souvent le théorème précédent sous la forme incomplète : 

Pour que r\ + \ équations linéaires à n inconnues soient 
compatibles, il faut et il suffit que le déterminant formé avec 
les coefficients des inconnues et les termes connus soit nul. 

Equations homogènes. 

76. Un système d'équations homogènes en ac„ x^ ... Xn 
admet toujours la solution 

X, = 0, X. - 0, ... Xn = 0, 
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que Ton nomme la solution zéro. On fait souvent abstraction 
de cette solution, et Ton dit même que le système est impos- 
sible quand il n'a pas d'autre solution. 

Si le système admet la solution (a», a^, ... an), il admet aussi 
la solution (Aa„ Aa», . . Aan), quel que soit A. Ces solutions 
sont considérées comme une seule, que Ton représente par 
les proportions 

Xi X^ Xfi 



a, a« a 



n 



Si l'un des conséquents est nul, l'antécédent correspondant 
est également nul. 

Un système non homogène peut être rendu homogène en 
remplaçant les inconnues Xi, x^, ... Xn par 



Xx Xt Xn 
1 ; ... 



Xn+1 Xn-l-i Xft-i-i 

XiHhi étant une inconnue auxiliaire à laquelle on peut donner 
une valeur quelconque autre que zéro. 

Nous allons adapter les théorèmes (73) et (75) aux équa- 
tions linéaires homogènes. 

77. Théorème. — Etant donné un système de n équations 
linéaires homogènes â n i 1 inconnues: 

Xi -^OnXx -i a,8X,4- ... + a]nXn + aim^in= 0, 
X, ^ a« X, + fl«X, + ... + a2nX„ + a2nXn= 0, 

\ 

Xn ^-= ûnlJfi + ûn2Xï -f ... } ûnn^n + ûnn^m =^ 0, 

OÙ m est écrit pour n -h 1, désignons parD^, D., ... Dm les déter- 
minants qu'on déduit du tableau des coefficients 



a^i a^i 



uni Ûn2 

en supprimant la 1 ^% la 2^, 



ûtln ûlm 
Û2n a2m 



(T) 



ûnn aiixti 

. . /fl me colonne. Si l'un de ces 



déterminants est différent de zéro, le système proposé admet 
une solution unique, représentée par les formules 
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Supposons Dm ^?■ 0, et considérons le système 

XX X 

ûrl-~- + ûr2— "+ •.. +flni-^+ ûnn = 0, {r= 1,2, ... /Z) 

qu*on obtient en divisant les équations (1) par JCm. Les inconnues 

Xi Xo Xfi 



•1 "^2 
y I • • • 



ont des valeurs déterminées (73), dont le dénominateur 
commun est le déterminant Dm du système et dont 
les numérateurs se déduisent de Dm en remplaçant la !»■«, 
la 2«, . . la we colonne par la suite — Uim, — atm, . - , — ûnm. 
Représentons les coKonnes du tableau (T) respectivement par 
CtfC^f ... Cm et dénotons un déterminant formé avec n de ces 
colonnes en écrivant entre deux traits verticaux les symboles 
de ces colonnes; la solution prend alors la forme 

X\ I Cm C-iCs ... Cn | 

^2 __ I CtCmCs ... Al I pf p^ 

En échangeant la colonne Cm successivement avec chacune 
des suivantes, on trouve 

\ CmCtCsC^ "• Cn \ -— ( 1; | C^C^Ci ,., Cn Cm\ '— \ */ ^it 
lA^mCaC*...^! -= (— 1)"-«| CiC^C,,,.CnCm\ - (— l)"-2Dj, etC 

Donc 

Y ~^ ' D X ~~^ ' n ' '" JC D 

■*ni '-'m ■*în *-'ni ■*in ^m 

Ces égalités conduisent aux proportions (2). 

Exemples. - I. a^x + b^y \ r,2 - 0, 

a.x 4 b^y + c.z - 0. 

Ce système admet la solution 

X V z 



\ b, c,\ — I ûi A I I «i *i I 



ou 



bxC^ — biCx c^a^ — c^x dibi — dbt ' 
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pourvu que l'un des dénominateurs soit différent de zéro. 

a,x + b,y + c,z + d,u - 0, 
IL a^ + bty -^c^ + d^u^ 0^ 

ttiX + b y + CfiZ + dnU -- 0. 

La solution de ce système est 



—y 



— u 



\ bi Cl di \ \ di Cl di \ I Ui bi di\ \ Ui bi Ci \ 
pourvu que l'un des déterminants soit différent de zéro. 

78. Théorème. — Etant donné an système linéaire homo- 
gène den + \ équations £Î n 4 1 inconnues, si n de ces équations 
admettent une solution unique autre que la solution zéro, la 
condition nécessaire et suffisante pour que cette solution 
vérifie V équation restante, est que le déterminant du système 
proposé soit nul 

Soit le système 



Xi -^ flnXi + Ui^t + ... + ûinXn + ûi^Xm = 0. 
X, ^^ a«Xi + a«X, + ... + Ojn^n f fl«n^m ^ 0. 



, {m = n \- 1), 






Si l'on 


suppose 












au 


an 


... 


a\n 






fl21 


an 


••• 


a2n 






àn\ 


Ûn2 


••* 


Onu 



/ 0, 



les n premières équations du système admettent une solution 
unique autre que x, - x, - ... = x,„ -- 0. Pour que cette 
solution vérifie la (n + l)e équation, il faut et il suffit que 
l'on ait 

a\\ Un ... ûln ûlm 

Û21 Û22 ... Û2n Û2II1 



uni Ûn2 ••• Ûnn ^mn 



0. 



(1) 
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En effet, désignons par A le déterminant (1). Si à la 
dernière colonne de J multipliée par r™, on ajoute les autres 
multipliées respectivement par Xi, x,, ... r„ (ces nombres x 
sont quelconques), on trouve 



XmA^:2 



m 



u 



i« 



^21 ^22 



Û2n Xj 






ûnn Xn 
ûmm X 



m 



(2) 



Soient A„ Ao, ... -In, ^m les mineurs de J relatifs à la dernière 
colonne; l'égalité (2) donne 

Xm^ ^ ^iXi + AgXo -\- ... + Xt, Xn + ^mXtn. (3) 

On en conclut que la solution qui vérifie les équations 
Xi = 0, Xg 0, ... Xn --- 0, satisfait également à Téquation 
Xm - pourvu que Ton ait A 0; et réciproquement 

Remarques. — I. Dans le cas considéré, il existe entre les 
fonctions X une relation linéaire 

AjXi -f- À,.t\^ -\- ... -|- AmXm U, 

qui aura lieu pour toutes les valeurs des variables x„ x„ ... 
Xm ; autrement dit, ces fonctions ne sont pas indépendantes. 
II. Si /4 / 0, la seule solution du système proposé est la 
solution zéro (74, I). 

79. Sttf les systèmes rectangulaires nuls. - Pour fixer les 
idées, considérons cinq équations à trois inconnues : 



a,x, I ajc. I ûtfXa - 0, 
6,x, + b^._ + 6P^.. 0, 
r,x, + c^x^ V c^n = 0, 
rf.x, \- d^., I d-Xj ==- 0, 
e,x, -h e^, i e,x, ^ 0. 



(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 



Supposons que les deux premières admettent une solution 
autre que la solution zéro : ce qui exige que l'un au moins 
des déterminants 



(6) 



û. 


a. 




c, 


a. 




fli 


a^ 


b. 


b. 


1 


6, 


6, 


1 


b. 


b. 
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soit différent de zéro. Pour que cette solution vérifie égale- 
ment les équations (3), (4) et (5), on doit avoir (78) 



fll 


«2 


as 




6. 


b. 


bs 


0, 


Cy 


c^ 


Cs 





Œi Ut Us 




bx bi ba 


0, 


di (U ds 





(Il a^ Us 
bi bt bi 

€i €<i Cs 



= 0.(7) 



Mais alors les systèmes formés par les équations (2), (3) 
et (4) ou (2), (3) et (5), etc., admettent une solution non 
nulle ; par suite 



bi bt ba 




Cl C% Cs 


-0. 


di dt ds 





bx bt bs 

Cl Ci Cs 
Cl €% €s 



=■ 0, etc. 



(8) 



On indique toutes les égalités (7) et (8) en écrivant 



fli by Cl di Cl 

Cl'i O^ C^ Q"i C^ 
(*s Os Cs tf s Cs 



0; 



(9) 



cette notation signifie que tous les déterminants formés avec 
trois colonnes quelconques du tableau sont nuls. Il y a Q 
de ces déterminants ; mais il n'y a que trois égalités distinctes, 
pour lesquelles on prend, par exemple, les égalités (7). 

Réciproquement, étant donnée l'égalité (9), si les déter- 
minants (6) dérivant de deux colonnes du tableau (9) ne sont 
pas tous nuls, on peut écrire les égalités (1) — (5); autrement 
dit, il existe une même relation linéaire homogène entre les 
éléments d'une même colonne. 

80. Applications géométriques. - I. Cherchons l'équation de la 
circonférence passant par trois points donnés Ai, Aa, As. Soient (jci, yi) , 
(jc«, y%\, (JCs, y^) les coordonnées rectangulaires de ces points, et 



x'-l / =^ax + by-\- c 

l'équation du cercle. On aura les égalités de condition 

x\+y\ = aXi-\- byi + r, j 

A -\-yi = aXs-\- bys 4- c, J 



(1) 



(2) 



qui servent à déterminer les paramètres a, b, c. Pour que le système (2) 
admette une solution, il faut et il suffit que le déterminant | JCi ^'i 1 | soit 

■ 
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différent de zéro, ou que led points Ai, Ai, As soient les sommets d'un 
triangle proprement dit. Si cette condition est vérifiée, on a 



I X. J'. 1 I 

I X. J>. X? 



I X. j/. 1 I 



I 



/ 



Il reste à porter ces valeurs dans l'équation (1), ce qui revient à expri- 
mer que les équtions (1) et (2) sont vérifiées par un même système de 
valeurs des inconnues a, b, c. L'équation cherchée est donc (76) 



x* +/ 


X 


y 1 


xï -f f, 


X, 


j'. 1 


xi -\- y. 


X, 


j'. 1 


xi + yf, 


X» 


y> 1 



-- 0. 



(3) 



II. Attribuons les coordonnées courantes x, y k viti point déterminé A 
de la circonférence, et développons le déterminant (3) suivant les éléments 
de la première colonne; si S, Si, Sa, Ss, désignent les aires des triangles 
Al Aa As, Aï As A, Ay A Ai, A Ai Aï prises avec des signes conve- 
nables, il vient 



OA . S — OA i.S, I OA,.Sï — OAs. Ss = 0. (4) 

Cette égalité exprime une relation nécessaire entre quatre points d'une 
circonférence et un cinquième point quelconque O. Remplaçons-y O 
successivement par quatre points quelconques O, Oi Oi, Os et éliminons 
S, Si, Ss, Ss entre les équations ainsi obtenues ; nous aurons l'équation 



OA OA, OA. OK 



OiA OiA, OA OiA 



OïA OïA, OA OA 



OsA OsAi OnA. OA, 



0. 



(5) 



C'est une relation entre les distances de quatre points d'une drconfé- 
rence à quatre points quelconques de son plan. On peut faire coïncider 
les points O, Oi, O», Oj respectivement avec A, Ai, As, A» , ce qui donne 







A,A 



AA, 




â\/\9 /\i\: 



/\<iÂ\ /\^j\i 



A,A 




A,A 



AsA AaAi AaAj 



AjAs 





= 0, 



(6) 



équation d'où l'on peut déduire que le produit des diagonales d'un 
quadrilatère inscriptible convexe est égal à la somme des produits des 
côtés opposés. 
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m. Soient A, A., A., A quatre points quelconques du plan et appelons 
D la valeur correspondante du déterminant (3); en développant comme 
ci-dessus nous aurons 

1 



D= OA'.S — OA'.S, I OA].Sj — OA3.S3. (7) 



Il est facile de voir que la valeur de D est indépendante de la position 
de l'origine O; en effet, si l'on transporte les axes au point {a, fi), il faut 
remplacer x,y, Jc,, j»,, ... par jï -{- a, y -\- fi, x^ -| a, j», -\- fi,... Le déter- 
minant (3) devient 

\ x^ -i- y^ + 2ax + 2fiy -\- a-' -\- fi^ x+a y + fi 1|; 

on retrouve sa forme primitive en soustrayant de la 2e et de la 3e colonne 
la 4e multipliée respectivement par a et par fi, puis de la Ire les trois 

autres multipliées respectivement par 2 a, 2 fi, a* + fi^. 

Cela posé, éliminons les quantités D, S, S,, S.„ S^ entre l'équation (7), 
les trois analogues qui correspondent à trois autres points O,, O^, O 
et l'équation 

- S - S, + S, 4 S3; 



nous obtenons une relation. 



1 



1 



1 



1 



OA OA. OA, ÔAs 




1 

1 o.A" o.a; O.A, O.A 

1 ô^À* ôTâ! ô7a 
j 1 âÀ' ôIâ! cxâ 



o.A. 

ô7âI 



= 0, 



entre les distances de quatre points quelconques A, A^, A^, A^ à quatre 
autres points quelconques O, O,. O^, O^. 

Si l'on fait coïncider les deux quadrilatères AAjA^Aj,, OOiO^O^, on 
trouve l'égalité suivante entre les côtés et les diagonales d'un quadrilatère, 
c'est-à-dire entre les distances mutuelles de quatre points d'un même plan : 




1 
1 
1 
1 



1 




1 



1 



1 



A, A 

a,â' 



A A. 


AA, 


A A, 





Al Ai 


Al A3 


As Al 





*»a A3 


A3 Al 


A3 Ajj 






0. 



- 68 - 



Discussion des équations linéaires. 
81. Théorème de M. Rouché. - Soit 

Xi z fljjXi \- ûjsXg 4 ... + a\mXm — ^i ^- 0, 
Xs ^ Û2iXi + «22^2 + - f- Û2m3Cin — ^2 -" 0, 

Xn = flnl^^i f Ûn2^2 + - f ûnm^m ■— ^n = 0. 



(1) 



un système quelconque de n équations linéaires à m 
inconnues. 
Considérant le tableau des coefficients des inconnues, 



û^ii Ûi2 "• ûim 



(T) 



uni Ûn2 •" ûnm; 

nous examinerons successivement différents cas. 

lo n = m et le déterminant qui correspond au tableau 
(T) n'est pas nul. Le système (1) admet alors une solution 
unique (73). 

2o n > m et un déterminant formé avec m lignes de (T) 
est différent de zéro. Soit, pour fixer les idées, 



Un fli2 ... ûlm 
^21 ^'Z2 ••• ^2in 



ûml Û^m2 ... û 



mm 



/ 0; 



ce déterminant comprend les m premières lignes de (T), 
Les équations correspondantes 

y\i =- Vf y\o - U| ... Xm — 



(2) 



admettent alors une solution unique ; pour que le système 
(2) soit compatible avec Tune des autres équations, par 
exemple avec l'équation Xq - 0, (a = m + 1, m -\- 2, ... /i), 

il faut et il suffit (75) que le déterminant 



àa = 






à. 
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soit nul. Si l'un des déterminants ôa n'est pas nul, le sys- 
tème (1) est contradictoire. 

3^ m > n et l'un des déterminants formés avec n colonnes 
de (T) n'est pas nul. Soit, par exemple, 



«11 Û12 
«21 «22 



«m 

«2n 



«ni «n2 



^nn 



ce déterminant ; il comprend les n V^ colonnes de (T). 

Nous pourrons résoudre les équations (1) par rapport aux 
n inconnues Xj, JCj, ...jc„ dont le déterminant des coefficients 
est différent de zéro (73). Les valeurs des autres inconnues 
restant arbitraires, le système proposé est indéterminé. 

4*^ Supposons enfin que tous les déterminants formés avec 
m lignes de (T) si m ^ /ï, ou avec n colonnes s\ n ^ m 
soient nuls. Nous cherchons alors parmi les déterminants 
formés avec les éléments communs à un certain nombre 
de lignes et à un nombre égal de colonnes de (T), le déter- 
minaut de l'ordre le plus élevé qui n'est pas nul. Soit 



«11 «12 
«21 «22 



«ip 

«2p 



«pi «p2 ••• «pp 

ce déterminant ; nous le faisons correspondre aux p premières 
équations et aux p premières inconnues (s'il n'en n'était pas, 
on ferait un changement de notations). Le nombre p, d'après 
nos hypothèses, est inférieur au plus petit des nombres m 
et /i ; de plus, tous les déterminants partiels déduits de (T) 
et d'un ordre supérieur à p, sont nuls. On dit que p est le 
rang du tableau (T) ou du système d'équations (1) ou du 
système des polynômes Xi, X^, . . Xn . 

Nous nommerons & le déterminant principal (*) du systè- 
me (1). Si le tableau (T) donne plusieurs déterminants d'ordre 
p qui sont différents de zéro, l'un quelconque d'entre eux 
peut être choisi pour déterminant principal. 



n Cette dénomination s'applique aussi aux déterminants désignés par 

i dans les deux cas précédents et au déterminant qui correspond au 
tableau (T) dans le premier cas. 
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Le système d'équations 

X, ^ 0, X, = 0, ... Xp= 

peut être résolu par rapport aux inconnues x„ x^, . . Xp dont 
le déterminant des coefficients est différent de zéro (73) ; les 
valeurs ainsi obtenues sont des fonctions des autres incon- 
nues Xp-|.i, Xp-|.2, ... 3fn . Pour que les valeurs obtenues 
vérifient Tune des autres équations, par exemple l'équation 
Xa=0, il faut et il suffit (75) que le déterminant 



à 



yp 



an, a 



m ^a* ' ' ' ^ap J'a 



{a^p\ l,p+2,„.n) (3) 



soit nul, Yr désignant la quantité qui, dans Xr, représente 
la partie indépendante des inconnues x„ Xg, . . Xp, c'est-à-dire 

yr =flr,p-|-lXp-|.i + ar,p-|.2Xp4.2 | ... + ûr,n — ^r. 

Si Ton remplace les y par leurs valeurs, on peut décom- 
poser le déterminant (3) en plusieurs autres (49) en réduisant 
la dernière colonne successivement à chacune de ses files ; 
tous les déterminants ainsi obtenus, à l'exception du dernier 



àa = 



br 



^ai ^aâ . • 



ûai) ba 



(4) 



sont nuls, car ce sont les produits de Xp+i,Xp4.2, ...x„ par un 
déterminant, d'ordre p \ 1, déduit du tableau (T). Donc, le 
système proposé sera possible^ mais indéterminé (les valeurs 
de Xp^.,, Xp4-2, . . Xn restant arbitraires), pourvu que Ton ait 

ô^i =^0, dp4.2=0, . . an - 0. (5) 

Il sera impossible si l'une des conditions (5) n'est pas 
remplie. 

Les déterminants da ont reçu le nom de déterminants 

caractéristiques du système (1). 
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En résumé : Pour que n équations à m inœnnues soient 
compatibles^ il faut et il suffit que les déterminants carac- 
téristiques soient tous nuls. Dans cette hypothèse, le système 
a une solution unique ou il est indéterminé, suivant que 
le nombre des inconnues est égal au degré du déterminant 
principal ou lui est supérieur. 

Cet énoncé s'applique aux quatre cas considérés. 

82. Remarque. — Lorsque le système (1) est compatible, 
et que le degré du déterminant principal est inférieur au 
nombre des équations, les fonctions Xi, X.,, ... Xn ne sont 
pas distinctes. 

En effet, considérons le déterminant 



X, 

Xd 



a 



a\ ^at 



... a^p Xq 



(a = /7-| l,/7 + 2,.../i) (6) 



et supposons qu'on y remplace les X par leurs valeurs 
explicites. 

Si nous le décomposons en m ( 1 déterminants en rédui- 
sant la dernière colonne successivement à chacune de ses 
files, tous les déterminants obtenus sont nuls à l'exception 
du dernier qui est égal à — ^a- Comme b^ est nul, le 

déterminant (6) Test également, et en appelant y^ , y^, -. yv 
les mineurs relatifs aux p premiers éléments de la dernière 
colonne, on peut écrire 

yiX, 4- ^2X2 -\- ... + ypXp + ôXa = 0. 

83. Equations homogènes. — Lorsque 

bi = 60 - ... -^ bn = 0, 
tous les déterminants caractéristiques s'annulent et le système 
proposé n'est jamais impossible ; en effet, il admet la 
solution zéro. En faisant abstraction de cette solution et en 
considérant comme une seule solution toutes celles dans 
lesquelles les inconnues ont les mêmes valeurs à un même 
facteur près, on peut énoncer le théorème suivant : 

Un système de n équations linéaires et homogènes à m 
inconnues est déterminé, indéterminé ou impossible, suivant 
que r ordre du déterminant principal est égal à m — 1, 
inférieur à m — \ ou égal à m. 
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Exercices et notes. 



1. Résoudre le système 

X -\-y +z + u =1, 

ax + by + cz + du = e, 

a'x+by +(fz + (Pu = é', 

a'x -f- by + (fz + (fu = e^, 

et simplifier les valeurs des inconnues (43). 

2. Le système 

X sin a + y sin 2a + z sin 3a = sin 4a, 
X sin 6 + y sin 2b + z sin 3b - sin 46, 
X sin r + j/ sin 2c -\- z çin 3f -= sin 4c, 

2L pour solution 

X ^ 8 cos fl cos b cos c + 2(cos a + cos b + cos ^), 
y = 4 (cos a cos 6 + cos b cos f + cos r cos a) — 2, 
z = 2 (cos a + cos 6 + cos c). 

3. Trouver une relation entre les cosinus des angles d'un triangle. 
On élimine a, b, c. entre les relations a = ^ cos C + f cos B, etc 

4. Trouver une relation entre le centre et quatre points d'une conique. 
Si le centre est l'origine des coordonnées, la relation cherchée est 



xî 


X,Jf, 


y> 


1 


xl 


X^t 


y* 


1 


xl 


X^% 


f> 


1 


xî 


Xty^ 


y^ 


1 



Pour l'interpréter géométriquement, on observe que les mineurs relatifs 

à la 4c colonne sont égaux à 5-OAïA3.0A3A4.0A4A2, etc. 

o 

5. Relation entre un foyer et quatre points d'une conique. 
On trouve -2* i: FAi .A. A, A4 =- 0. 

6. Condition pour que les normales en trois points Ai(Xi,j;,),Ag(X2,3;2) 
A^{Xnfy^) d'une parabole (y"^ = 2px) passent par un même point. 

Cette condition se présente sous la forme | 1 y^ py^ + Xiy^ | = ; 
on peut la ramener k y^ h ^2 + ^3 = 0, ou à ( jcf + yj x, J^i | ^ 0. 

Donc, le centre de gravité du triangle A, A* A3 est sur l'axe de la 
parabole, et la circonférence circonscrite passe par le sommet de la conique. 

7. Relation entre cinq points d'une hyperbole équilatère. 

Réponse : | xï — j^ï X^y^ X, y^ 1 | - 0. 
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8. Condition pour que six points soient sur une même conique. 
Réponse : | x? x,y, y\ x, Vi l \ = 0. 

On obtient une équation plus simple en prenant trois des points pour 
sommets d'un triangle de référence. 

9. Trouver la relation entre les six dièdres d'un tédraèdre. 

Si «1, a^, Os, 04 sont les aires des faces, on élimine ai, a^, ... entre les 
égalités 

a, = tti COS a^ai + «s COS a^Qi + a* COS 040,, etc. 

10. Démontrer que 

1 + a 1 1 1 

1.1.1.1 



1 1+61 1 

1 1 1 +r 1 

1 1 1 1 + rf 



,,,rfM+^+ _,.+_.(!) 



Le déterminant égalé à zéro exprime que les quatre équations 

ax+ (X [- y + z + u) ^ 0, by ^ (x + y + z+ u) - 0, ... 

sont compatibles, Mais en écrivant x -= — — 2jc, v = — x-2'x, . . . 
on voit que la même condition a pour expression 1 +—+4+—+ 
j = 0, etc. 

On déduit de (1) d'autres égalités remarquables en remplaçant a, b, r, 

a b c d 
d par — I -- » "T ' 7" et chassant les dénominateurs ; on peut ensuite 

remplacer a, ^, ^ </ par a - JCi , b - Xt ^ c - Xt ^ rf - x* , ; dans la 
nouvelle égalité on peut suppposer x\ = Xt = Xz — xa = x, etc. 



CHAPITRE IV. 

PREMIERS ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES 
FONCTIONS. FONCTIONS ENTIÈRES. 



Sur les limites. 

84. Définitions. — On appelle limite d'une quantité variable 
X une quantité constante a telle, que la différence a — x, 
prise en valeur absolue, finisse par devenir et rester inférieure 
à une quantité e donnée à l'avance, si petite qu'elle soit. La 
variable x dont on cherche la limite, est toujours fonction 
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d'une ou de plusieurs variables indépendantes qui tendent 
vers des valeurs inaccessibles ; c'est pourquoi la limite a 
n'est pas une valeur même de x. 

Une variable x est dite avoir une limite infinie, qu'on 
représente par + oo ou par — oo, lorsque sa valeur absolue 
peut devenir et rester plus grande que toute quantité donnée, 
le signe de x étant constant. 

Si la variable n'a ni limite finie ni limite infinie, on dit 
quelquefois qu'elle a une limite indéterminée. 

Pour généraliser certains théorèmes, on dit que la limite 
(Tune constante est cette constante même. 

On appelle infiniment petit une variable qui a pour 
limite zéro. 

Exemples. — I. La somme des n premiers termes de la 
progression géométrique a, aq, acf, ..., a pour expression 

^ _ aq/^ — a a c^" 

~ q-\ " \ -q^ \-q 

Examinons comment varie S lorsque n croît indéfiniment, 
a étant supposé positif. 

Si la raison q est positive et moindre que l'unité, la 
quantité t-^— peut devenir et rester aussi petite qu'on veut. 

Le terme :j étant indépendant de /i, S croît vers la 

limite 



\^q 

Si ^ < et > — 1, la quantité _ est positive ou 

négative suivant que n est pair ou impair, mais sa valeur abso- 
lue tend vers zéro. Donc S oscille autour d'une limite ^ • 

\—q 

Lorsque ^ ^ 1, S a une limite infinie. 
Si ^ — — 1, on a 

S ^ a — a '\ a — a f a ... ; 

donc S = fl ou suivant que n est impair ou pair. Par 
suite, pour n croissant indéfiniment, la limite de S est indéterminée. 
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II. Considérons la fonction 

7 

y-2 + 



x — 3 



Si X prend des valeurs positives et indéfiniment croissantes, 
y décroît constamment vers la limite 2. 

Pour les valeurs négatives de x, de module indéfiniment 
croissant, y croît vers la limite 2. 

La valeur x = 3 est inaccessible parce que le quotient d'un 
nombre par n'a pas de signification. Mais si l'on fait croître x 
de 2 vers 3, y passe par des valeurs négatives, de module 
indéfiniment croissant, et l'on dit que y a pour limite - (x>. 
Au contraire, si x décroît de 4 vers 3, y prend des valeurs 
positives, indéfiniment croissantes, et lim y = + c». 

85. Nombres incommensurables. (*) — Dans la théorie des 
nombres incommensurables, la notion de limite se présente 
sous une forme particulière que nous expliquons d'abord 
sur deux exemples assez simples. 

Soit à mesurer la longeur AB, l'unité étant CD {fig. 10). 



Fig. 10. 



o 

Mil 



Mil 
E B F 



Si AB contient p fois CD, on dit que la mesure est l'entier p. 



' Au point de vue pratique, les nombres rationnels suffisent à la 
mesure des grandeurs ; le problème pratique de la mesure d'une grandeur, 
de la longueur d'une droite limitée, par exemple, n'est pas complètement 
déterminé : on peut substituer à cette droite, qui n'est d'ailleurs qu'im- 
parfaitement délimitée, une autre droite qu'on ne saurait discerner de la 
première: il y a une infinité de nombres rationnels tiès rapprochés les 
uns des autres, qui peuvent servir à mesurer la même grandeur; comme 
le résultat des opérations arithmétiques change très peu quand on change 
très peu les données, peu importe celui des nombres que l'on prend 
pour la mesure, lors même que ce nombre doit être soumis à certains 
calculs ff. 

• Les nombres irrationnels sont une façon de pcuier plutôt qu'une 
réalité; cette façon de parler, qui condense en un seul mot l'infinité 
des solutions approchées, permet de donner une forme simple à des 
raisonnements parfaitement rigoureux. 

(J. Tannery, Leçons d'Algèbre et d^ Analyse, t. I, p. p. 1 et 2). 



- 76 - 

1 n 

Si AB contient p fois -de CD, la mesure est la fraction -• 

Mais il peut arriver que pour aucune valeur de g, - de 

CD ne soit contenu exactement dans AB. On dit alors que 
AB est incommensurable avec CD, ou que le rapport de AB à 
CD est irrationnel^ en entendant par là qu'il n'existe pas 
de nombre entier ou fractionnaire exprimant la mesure de 
AB au moyen de l'unité CD. 

Partageons CD en g parties égales et portons Tune de 
ces parties autant de fois que possible sur AB. Si p de ces 
parties donnent la longueur AE < AB et qu'une partie de 
plus donne AF > AB, // est naturel de dire que la mesure 

de AB est - par défaut, par excès, à moins de -. 

g^ g ^ g 

Prenons maintenant pour g successivement des nombres 

g^ g^f g^i ••• 

croissant indéfinitiment d'après une loi quelconque, par 
exemple g^ - 10, g.^ = 100, ^3 =- 1000, etc. ; nous désignons 
par El, Fi, E2, Fg, Eg, Fg, ... les positions correspondantes des 
points E, F, et p^T p^, p^, p,i, ... les valeurs correspondantes 
de p. Nous avons alors les deux suites de longueurs 



/\L1i, /^Llg, /AlLg, 

Ari, Ar2, Ar*;,, 

ayant respectivement pour mesure 



(1) 



Pl. 




Pl, 


Çi 


<f2 


Ç3 


Z!'. + 1 


A + 1 


Pz 1- 1 



^2 



(2) 



Comme les segments EjFi, E^Fo, E3F3, ... contiennent tou- 
jours le point B et diminuent indéfiniment, les différences 
AB — AE„ AB — AE,, ... et AF„ — AB, AF, — AB, ... 
peuvent devenir et rester aussi petites qu'on veut. On peut 
donc dire que AB est la limite des longueurs (1) commen- 
surables avec AB. 
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Les nombres (2) n'ont pour limite aucune fraction j- ; 

autrement, si l'on prenait sur AB la longueur AO = r^D, les 

points E„ Fi, Eo, Fo, ... devraient s'approcher indéfiniment à 
la fois de deux points distincts B et O. 

Cependant, on convient de dire que les nombres (2) admet- 
tent pour limite un certain nombre incommensurabe^ mesure 
de la longueur AB. 

Remarques. — I. La définition que Ton a donnée ci-dessus 
de la limite, est applicable aux suites (1), parce que la 
différence entre AB et un terme de ces suites est assignable 
géométriquement Mais elle ne s'applique pas aux nombres 
(1); car la mesure de AB n'est définie que par les suites 
(2) elles mêmes, de sorte que la différence entre la limite 
et la quantité variable n'a pas encore de sens. 

II. Si ^2 = fftq^ {m entier), le segment E^Fg est intérieur 
au segment EiF,. Car si l'on porte sur AX la longueur 

CD 

, un point de division tombe en E,, un autre en F. 

mq^ ' ^ i; 1 

CD 

puisque AE„ AF, contiennent p^ et (;;, + l)fois ou mp^ 

CD 
et m(p^ + 1) fois , et il tombera encore au moins un point 

de division entre E, et Fi. 

III. Une suite de nombres est dite monotone lorsque ses 
termes ne sont pas tantôt croissants, tantôt décroissants; 
autrement dit, les termes croissent ou décroissent constam- 
ment à moins que deux termes consécutifs ne soient égaux. 
Par exemple, des valeurs approchées par défaut ou par excès 
du nombre 0,69034 ... forment les deux suites monotones. 

0,6, 0,69, 0,690, 0,6903, 0,69034, ... 
0,7, 0,70, 0,691, 0,6904, 0,69035, ... 

Si les nombres q^^ q^^ q^^ ... sont respectivement des 
multiples des nombres ^i, q^, q^^ ... chacune des suites (2) est 
monotone. Cela arrive quand ^i - 10, q> = 100, ^3 - 1000, .... 

86. Il n'existe pas de nombre entier ou fractionnaire dont 
le carré égale 7. Mais on peut trouver des fractions dont 
les carrés diffèrent de 7 aussi peu qu'on veut. 
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En effet, soit p"- le plus grand carré entier contenu dans 
le nombre 7 ^^ ; nous aurons '' 

f<lq^-<{p^ X)\ d'où ^; < 7 < ^^-^. 

D'après ces inégalités, il est naturel de dire que la racine 
carrée de 7 est ^ par défaut, par excès, à moins de -. 

On a, d'ailleurs, 

(A_+11*_^' = Z 2 1 ,61 



^" < 9, d'où ^ 



car -- < 9, d'où ^ < 3 ; à plus forte raison 



q^ q q^ q- 9 9' 

Cela posé, donnons à q des valeurs q^^ ç-, 93, ... qui 
croissent indéfiniment d'après une loi quelconque ; nous 
obtiendrons deux suites infinies de fractions 



P\ Pz P^ 

9/ Qz' 93' 

Pi H- 1 Pz ±i )P3 + 1 



(4) 



Les carrés de ces fractions ont pour limite le nombre 7, 
ainsi qu'il résulte des inégalités (3). D'après cela, on convient 
de dire que la racine carrée de 7 est la limite des nombres 
(4) dont les carrés ont \)0\xv limite le nombre 7. 

87. Pour généraliser, considérons deux suites infinies 

ûi, a.,, (Za, ... (a) 

bif ^21 ^:i. ••• (b) 

jouissant des propriétés suivantes: tout nombre de la suite 
{a) est moindre qu'un nombre quelconque de la suite (é), 
et la différence bn — an de deux termes correspondants peut 
devenir et rester moindre qu'un nombre donné, si petit qu'il 
soit. 
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Deux cas peuvent se présenter : 

lo II existe un nombre X (entier ou fractionnaire) plus grand 
qne tout nombre de la suite (a) et plus petit que tout nombre 
de la suite (b). Alors les différences A — «„ et 6n — ^ 
moindres que bn — fln, ont pour limite zéro quand n croît 
indéfiniment ; dont les suites (a) et (b) admettent une limite 
commune X (84). 

2. S'il n'existe pas un tel nombre, on dit que les suites 
(a) et (b) définissent un nombre d'une espèce nouvelle, que 
l'on dit irrationnel ou incommensurable. Si on le représente par 
un symbole quelconque, par exemple par k, on dit que A est 
supérieur à ûn et à tout nombre plus petit que un, inférieur à 
bn et à tout nombre plus grand que ôn ; que les différences 
A — fl„ et 6n — A sont moindres que bn — an] enfin que A est la 
limite des deux suites (a) et (b) ou que les suites convergent 
vers X. 

La représentation géométrique explique très bien ce langage- 
En effet, portons sur un axe (fig. 11) les abscisses 

OAj = fli, OA2 = ^2, ..., OBj = 61, OB2 = 62, .... 

Les points Ai, A.,, A3, ... couvriront une région de OXsur 
laquelle ne pénètre aucun des points Bj, Bg, . . . ; de même 

Fig, u. 

L 

! III II II 

i I I I i I II 

X' O ^1 ^2 Aj B3 Bj Bj X 

ceux-ci couvriront une région ne renfermant aucun des 

points Al, Ao, Entre ces deux régions, il n'existera aucun 

intervalle fini, car la distance A„ Bn doit pouvoir devenir 
moindre que cet intervalle: donc les deux régions étant 
séparées par un seul point de démarcation L, les longueurs 
OAi, OA2, ...et OBi, OBjj, ... ont une limite commune OL 
Le nombre, commensurable ou incommensurable, qui mesure 
OL, est la limite commune des nombres des deux suites 
(fl) et (ô). 

Remarque. — Nous admettons qu'à tout point de Vaxe 
XX des nombres correspond un nombre rationnel ou irrac- 
tionnel et que réciproquement à tout nombre rationnel ou 
irrationnel correspond un point déterminé de l'axe. 
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88. Opérations sur les nombres incommensurables. 

Soient A, l! deux nombres incommensurables définis res- 
pectivement par les suites infinies 



ûi, ^2, Û3, 
6„ 60, 63, 



C\^ C^j C^f 

du ûfo, ûfa, 



On suppose, comme ci-dessus, que a^ < 6p, Cn < dp pour 
toutes les valeurs de n et de p, et que les différences bn — fln 
dn — Cn tendent vers zéro à mesure que n croît. 

Les deux suites 

bi + rfi, bi + d.f bj + ds, ... 

définissent également un nombre; car tout nombre de la 
première est moindre que tout nombre de la seconde, et la 
différence (bn {- dn) — {an + Cn) peut devenir et rester 
aussi petite qu'on veut. Le nombre, commensurable ou 
incommensurable, qui est défini par ces suites, est appelé la 
somme A + A'. 

La différence A — X\ le produit XX\ le quotient p sont dé- 
finies respectivement au moyen des doubles suites : 



fl, —du Û2 — û?2, Û3 — ^3. 

Oi Cif U.y Cof u-^ ^3, 



I 



bidu 
a, 

d; 

El, 

Cl 



bodo, 



^3^3, 

bdd-3f 



a^ 
d., 

b, 

» 

c.< 



£3 
d^ 

h. 

cl 



Les autres opérations peuvent être définies d'une manière 
analogue. 

Remarque. Les propriétés des opérations fondamentales, 
exprimées par les égalités 

x-\ X ^x+x, X 1- r + r = X -t- (x' I r), a 1-0 = a, >i— >i=o, 
xx - i% x(x'r) --= {xx')r, (x + x') x" - x/." + x'X" xx\ = x, 
XX" X x + x' X ^ X' X r_ xr_ x_. ir_ _xx"' 

X'X"'^ ' ~ . . . . - 



x + x' X X' X r_ 

x' X" ~X"'^ X"' X'' X'" 



M»" 



X'X 



MM 



X'X 



sont applicables aux nombres irrationnels. 
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89. Théorème. — Lorsqu'une variable x croît sans cesse, 
sans pouvoir dépasser un nombre donné a, elle a une limite 
égale ou inférieure à a. 

Les valeurs successives de x étant a^, a^, a^, ... prenons 
sur un axe OX (fig. 12) les abscisses 

OA -= a, OAi =- ûi, OA2 ^ Uof OA3 -- ^3, ... 

Fig. 12. 

L 

I I I I I III ! 

I III I I I I I 

X' O A| A2 A3 B B, G, C A X 

Par hypothèse, les points Ai, A^, A3, ... avancent constam- 
ment dans le sens OA. Si la distance An A peut devenir et 
rester aussi petite qu'on veut, x a pour limite a. S'il n'en est 
pas ainsi, divisons OAtnp parties égales ; nous pourrons 
distinguer une dernière BC de ces parties sur laquelle passe 
l'extrémité de Tabcisse x ; autrement dit, il existe une valeur 
de n telle que les points A„, An^-i, An-1-2, -. sont tous situés sur 
le segment BC. Divisons ensuite BC en p parties égales ; nous 
distinguerons encore une dernière B,Ci de ces parties sur 
laquelle passe l'extrémité de l'abcisse x. En continuant ainsi, 
nous obtenons des segments BC, BiCi, BgCg, ... dont chacun 
comprend le suivant et qui décroissent indéfiniment. Comme 
il ne peut exister qu'un point de démarcation L entre la région 
des points B, Bi, B2, ... et celle des points Ci, C,, C3, ..., la 
variable x a une limite représentée par O L. 

90. Théorème. — Lorsqu'une variable x décroît sans cesse, 
sans devenir plus petite qu' un nombre donné a, elle a une limite 
égale ou supérieure à a. 

Cette proposition se démontre comme la précédente. 

Remarque. — Nous ne faisons qu'énoncer ici un caractère 
pins général de convergence des suites infinies de nombres, 
caractère qui renferme les deux précédents (89, 90) comme 
cas particuliers, à savoir : 

Pour qu'une suite indéfinie de nombres 

Ui, a>i, (Z3, 
soit convergente ou ait une limite déterminée, il faut et il 

NEUBERC- Algèbre, 6 
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suffit que pour chaque valeur de e, quelque petite qu'elle soit 
il existe une valeur de n telle^ que Con ait 

I flp — ûq I < fi, 

pour toutes les valeurs de p et de q supérieures à n. 

Théorèmes sur les limites. 

91. Théorème. — La limite de la somme algébrique d'un 
nombre déterminé de variables est égale à la somme algébrique 
des limites de ces variables. 

Pour fixer les idées, soient jc, y^ z les valeurs simultanées 
de trois variables (*), et a, b, c leurs limites. On peut poser 

x^a + a, y = b+p, z --= c + y, 

a, Pf y étant des nombres dont les valeurs absolues deviennent 
et restent aussi petites qu'on veut. On en déduit, par exemple, 

x + y—z = (a+b—c) + (a + p — y). 

Comme chacun des nombres a, /8, y peut devenir et rester 

moindre, en valeur absolue, que ^ e quelque petit que soit e, 

I a + p — y I peut rester moindre que £ ; donc x {- y — z 
tend vers une limite égale à a + 6 — r, et Ton peut écrire 

lim (x +j; — z) =^ a + b — c = lim jc + lim j; — lim ^. 

Remarques. — I. Le théorème précédent n'a pas de sens 
lorsque la somme algébrique des limites se présente sous la 
forme co — œ (symbole d'indétermination). 

Par exemple, si x -= — — ^ > y =- — — ^ — u ti que Ton 

fasse tendre u vers 2, on a lim jc = oo, lim j^ -= oo, mais 
lim (x — y) ^ 2. 

II. Le théorème 91 peut être en défaut lorsque le nombre 
des variables croît indéfiniment à mesure qu'elles tendent 
vers leurs limites. Par exemple, il n'est pas applicable à la 
somme 



/z ' /z + 1 ' /z + 2 ' *" ' 2n—\ 
pour n =- oo. Car cette somme composée de n nombres 



(•) Elles sont supposées dépendre d'une ou de plusieurs variables indé- 
pendantes qui, elles-mêmes, tendent vers des valeurs inaccessibles. 
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1 /f 1 

snpéneurs à x- 1 est plus grande que ^ ou ^ ; cependant 

chaque terme a poor limite 0. 

92. Théorème. — La limite du produit d'un nombre déter- 
miné de variables est égale au produit de leurs limites. 

En effet, on a. avec les notations précédentes, 

xyz --■ abc f aby + -. + a^y + ... + «jtfy. 

Les termes qui suivent abc étant en nombre déterminé et 
tendant vers {*)i leur somme tend vers (91), et Ton a 

lim (xyz) =-■ abc -= lim x x lim j^ x lim z. 

Remarques. — I. Le théorème n'a plus de sens lorsque le 
produit des limites se présente sous la forme 0. oo ou oo. 
(symbole d'indétermination). 

Par exemple, si x - w — 2, j; = — — ^ et que Ton fasse 

tendre u vers 2, on a lim x - 0, lim j; = c», et comme 
xy =^bu + 3 pour tf 4= 2, on peut dire que le produit xy 
tend vers 13 lorsque u tend vers 2. 

IL II peut être en défaut lorsque le nombre des factenrs 
augmente à mesure que les facteurs tendent vers leurs limites. 
Considérons, par exemple, le produit 

n n+ 1 2n—\ _ 1 
n+ Vn f 2 2n ~ V 

quand n croît indéfiniment, le nombre des facteurs augmente 
et chacun d'eux tend vers l'unité. 

93. Théorème. — Le quotient de deux variables x, y qui 
tendent vers des limites a, b, a pour limite -r • 



Posons X -^ a -\- a^y ^= b-{- P) nous aurons 

X a a -\- a a ab — afi 
ITb' b~+ }~b ~bJF+J)' 



(1) 



(*) Si tt est une variable qui tend vers zéro, le produit mu tend également 
vers zéro. Car | u | devient et reste moindre que tout nombre donné e ; 
par conséquent | mu \ reste moindre que | /«€ | et l'on peut avoir | /ne | < e', 

On démontre -encore facilement que si « a pour limite a^ mu & pour 
limite ma. 
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A partir de certaines valeurs de x et y, la valeur absolue 
de ab — a^ reste inférieure à un nombre donné c, et la 
quantité b{b + /8) reste supérieure à b\ b' désignant un nom- 

ob — a^ 



b(b + p) 



bre fixe quelconque plus petit que b^ ; la fraction 
restant inférieure, en valeur absolue, à -r? , on a 

,. X a lim X 

y b \\my 

Remarque. — Le théorème précédent n'a pas de sens 
lorsque le quotient se présente, à la limite, sous l'une des 

formes ^ou — qui sont encore des symboles d indétermination. 

94. Théorème. — Si la variable x tend vers une limite a, 
xm a pour limite a»". 

lo Si /7z est entier et positif, xm est le produit de m fac- 
teurs égaux à x; donc (92) limite x^ = a,a..,a - a^\ 

2o Si m -- — PtP étant entier et positif, on a (93) 
lim x~*'= lim -r,=^-^-^ a'^ 

X*' flP 

30 Soit m =- —, p étant entier et positif. On a 

p p _\ / p p^ p \ 

vie- Va)\y:i^-'+ Vxp^a + ...+ ]/ cp-'J' 

d'où 

p p 



Vx-V^ 



X — a 



VxP-i + l/xP-2fl-| ... + l/aP-i 



Soit b un nombre fixe quelconque inférieur à a ; à partir 
d'une certaine valeur, x qui a pour limite a finit par rester 
plus grand que b et \ x — a \ par rester ipférieur à un 
nombre donné e, quelque petit qu'il soit. 
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Donc, à partir de cette valeur on a 

. p — P— . 
Vx-Va\<- 



P 



p 

p p 

on en conclut que lim Vx^Va. 

40 Soit m = -, p tt q étant entiers ; nous aurons 

/ p \q / P \q / p \q 
lim x"^ = lim [Vx) = [\\mVx) -= [Vaj=a^. 

Remarques. — I. On peut encore démontrer que 
lim ^ = r^*"'^ lim (logjc) = log (lim x), lim xy — (lim jc)""y. 

La dernière égalité est illusoire si le second membre se 

présente sous Tune des formes 0", oo^, 1 ^ (symboles d'indéter- 
mination. 

IL Si les variables x, y. ... tendent vers les limites a, b, ..., 
la fonction /(x,j;,...) a généralement pour limite /(a, 6,...). 

Propriétés des fonctions entières. — Continuité. 

95. Théorème. — Pour toutes les valeurs positives ou néga- 
tlves de la variable y de module suffisamment grand, une 
fonction entière réelle a le signe du terme de degré le plus 
élevé. 

Soit la fonction à coefficients réels 

F(^) - AoX»" + AiJC™-» + ... + A„. 
Ecrivons 



et considérons d'abord les valeurs positives de x. Si tous 
les termes du second membre de (1) sont positifs, F(x) a 
constamment le signe de AoX™. S'il n'en est pas ainsi, soient 

_ Bi^ _ ?2 Ëe (o\ 

x^' x^"'"- X* ^^ 

les termes négatifs. Le second membre de (1) sera positif 
si les valeurs absolues des nombres (2) ont une somme 
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moindre que le premier terme 1 ; on satisfait à cette condi- 
tion en posant 






ou 



r , s , t , 

X > \nB,, X > \/ nB^, ... x > \ nBn, 



'r 



Soit a la plus grande des quantités V /zB„ V nB^, .... 

On voit que F (or) a le signe de Ao pour x ^ a. 

Le cas des valeurs négatives de x se ramène au précédent en 
attribuant des valeurs positives à x dans la fonction F(—x). 

96. Théorème. — Pour toutes les valeurs positives ou 
négatives de la variable, de module suffisamment petit, une 
fonction réelle a le signe du terme de degré le moins élevé. 

Soit la fonction 

F(x) = ApXP + Ap+i^^' + ... + A^x". 
où Ap y 0, p étant positif ou nul. On a 

4il--i + ^x + ...+^x»-p. (1) 

r\pA /\p /Ap 

Considérons d'abord les valeurs positives de r. Si tous les 
termes du second membre de (1) sont positifs, f{x) a constam- 
ment le signe de ApX^'. S'il n'en est pas ainsi, désignons par 

— B,x\ — B^x% ... — BnJc* (2) 

les termes négatifs. Le second mefïibre de (1) sera positif, 
si la somme des valeurs absolues des nombres (2) est moindre 
que le premier terme 1 ; on satisfait à cette condition 
en posant 

Bior' < -, BaX^ < -, ... BnX* < -, 
n n n 

1 1 1 

ou X < — . X < — , ... X < 



\l nB, \ nB, \] n 



B„ 



Donc si a désigne la plus grande des quantités \j nB^^ 

s / 1 

\ nB^^ "• > F W ^ '^ signe de AoX"' pour x ^ -• 
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Le cas des valeurs négatives se ramène au précédent en 
considérant la fonction F(— x). 

97. Continuité des fonctions réelles. - Si l'on considère 
successivement deux valeurs d'une variable indépendante ou 
dépendante, la différence entre la seconde valeur et la 
première est appelée accroissement de cette variable ; elle 
peut être positive ou négative. Par exemple, si Xo et jCo + h 
sont deux valeurs successives de or, Taccroissement de x 
est A, et celui d'une fonction F (x) est F (jCo + A) — F (xo). 

Soit F(x) une fonction ayant pour toute valeur de x 
comprise entre deux nombres déterminés a ti b (a < b) 
une valeur finie et déterminée, et soit x^, un nombre appar- 
tenant à l'intervalle (a, b). On dit que la fonction F (x) est 
continue pour x = Xo si C accroissement F (Xo + h) — F (Xo) 
a pour limite zéro quand h tend vers zéro diaprés une 
loi quelconque. Autrement dit, à tout nombre positif e, 
quelque petit qu'il soit, doit correspondre un nombre rj tel, 
que l'on ait 

I f{x, + h) -F(Xo) I <e 

pour toutes les valeurs de h comprises — ?y et + ^. 

La fonction F (x) est dite continue dans r intervalle (a, b), 
lorsqu'elle est continue pour toutes les valeurs de x comprises 
entre a et b, qu'elle est finie et déterminée pour x = 2l et 
X = b, et que F(a + h), F (b — h) ont pour limites F (a), 
F(b), h désignant un nombre positif qui tend vers zéro. 

Dans l'étude d'une fonction F(x), la variable indépendante x 
est supposée croître d'une manière continue de — oo à + oo, à 
la manière de l'abscisse d'un point qui parcourt d'une manière 
continue tout l'axe des x dans le sens des abscisses positives. 

98. Discontinuités. — Une fonction réelle peut être discon- 
tinue en devenant imaginaire, infinie, ou en sautant brusque- 
ment d'une valeur finie à une autre valeur finie. 

Exemples. — I. La fonction 

y - yï^^^^ 

d'après nos définitions, est continue à l'intérieur de l'intervalle 
(— 1, + 1), où elle est réelle. Elle est discontinue pour 
X -= -h 1, parce qu'elle est imaginaire pour x = 1 + A ; de 
même elle est discontinue pour x = — \ comme étant 
imaginaire pour x = — 1 — A. 



II. La fonction 
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1 



l — x 



(1) 



est dite discontinue pour la valeur x = 1 qui la rend 
infinie. Elle est continue dans tout intervalle ne comprenant 
pas l'unité. La courbe représentée par l'équation (1) (fig. 13) 
est une hyperbole qui admet pour asymptote la droite U'U 
ayant pour équation x ^ l. 







m. La fonction 



Y 




^c 


Y 




u 


* 


A 



1 



1 l a 



1 

1— X 



Fig. 14 



(2) 



OÙ nous supposons a > l, est discontinue par saut brusque 
pour X ^ L En effet, soit e un nombre positif aussi petit 
qu'on veut. Pour x^l— Eetx^=l + £, on trouve, 
respectivement, 



y = 



1 



1 ^- a 



co 



0; 



1 



1. 



1 I a-^ 



Donc, lorsque x passe par la valeur 1, y passe brusque- 
ment de à 1. 

L'équation (2) représente une courbe (fig. 14) qui est 
formée de deux branches DA, BC, admettant pour asymptote 
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commune la droite U'U, d'équation j; = -; la droite AD qui 

a pour équation x = 1 est tangente en A et en B. (*) 

99. Théorème. — La somme, ou le produit, de plusieurs 
fonctions œntinues, est aussi une fonction continue, 

Cette propriété résulte de la définition des fonctions conti- 
nues et des propositions sur la limite des sommes ou des 
produits de quantités variables en nombre fini. 

Par exemple, si les fonctions F (x) et f (x) sont continues 
pour X = Xo, on peut écrire les égalités 

F (Xo + h) = F (Xo) +8, f{x, + h)=f (Xo) + rj, 

où « et 17 tendent vers zéro en même temps que h. Il en 
résulte 

F (Xo + A)/(Xo + A) - F (Xo)/(Xo) = iy F (Xo) + ef{x,) +8rj; 

donc l'accroissement du produit F (Xo)/(Xo) tend vers zéro 
avec l'accroissement de x. 

F(x) 

Remarque. — Le quotient -7^ de deux fonctions conti- 
nues varie d'une manière continue tant que le dénominatenr 
ne passe pas par zéro. 

Une puissance entière d'une fonction continue est elle- 
même continue. Si m est pair, la racine m^ d'une fonction 
continue est continue pourvu que Ton considère la racine 
/ne arithmétique dans un intervalle où la fonction reste 
positive; si m est impair, cette fonction peut avoir des 
valeurs positives ou négatives. 

100. Théorème. — Toute fonction entière, à coefficients 
réels, est continue. 

Soit la fonction à coefficients réels 

F(x) ~ AoX™ + A,x— ^ + ... + A„, 

D'abord, à toute valeur réelle et finie de x correspond 
une valeur de F(x), réelle, finie et déterminée. Ensuite, chacun 
des termes de F(x) étant une fonction continue, la somme 
algébrique de ces termes est également (99) une fonction 
continue. 



(•) Le point d'intersection (1,;^) des droites UU' et AD est un centre de 

symétrie de la courbe; la figure 14 ne répond pas entièrement à cette 
propriété. 
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Les théorèmes suivants se rapportent aux fonctions entières à coeffi- 
cients réels ou complexes, la variable x recevant des valeurs réelles ou 
imaginaires. 

101. Théorème. - Si une fonction entière F(x) ^annule avec x, on 
peut assigner une quantité positive r telle, que pour toutes les valeurs de 
X dont le module est inférieur à r, le module de F(x) soit inférieur à une 
quantité donnée R. 

Considérons la fonction entière 

Y{x) = A,x + A^x' + . . H- A„x™, 

dont les coefficients sont réels ou imaginaires et où la variable x reçoi) 
des valeurs réelles ou imaginaires. Soit Q le module de x supposé < 1, 
et soit a le plus grand des modules des coefficients. Le module d'une somme 
étant au plus égal à la somme des modules des parties (13), on a 



F(x) I < fl(^ + q' ... + ^") ou < fl 



q—q"^^ 



1 
ag 



d'où I F(x) I < , 

On a donc | F(x) | < R pour les valeurs de g vérifiant l'inégalité 

âp ri R 

^ < R, ou ^ < 



1 - ^ ^ ^' "" ^ ^ fl + R • 

Par suite, si l'on pose r ^ R : (fl + R), on a | F{x) \ < R pour 
toutes les valeurs de x de module plus petit que r. 

102. Corollaires. - I. Soit la fonction à coefficients réels 

F(x) = ApX»' + Ap+ixP+^ + ... + AmX™ ; 

on a 



Ajc"" * "^ A„ ''"^ A„ * +-+A. 



Appliquons le théorème précédent au polynôme 

^JC+^JcM-...+^Jc•»-^ (2) 

Ap /\p Ap 

Si a désigne la plus grande valeur absolue des coefficients de (2), ce 
polynôme aura un module plus petit que l'unité pour toutes les valeurs 

de X dont le module est plus petit que la quantité r = — ; — r.Parconsé- 

fl + 1 

F (x) 
quent, pour — r < X < r le quotient ^-^ a une valeur positive, et 

F (x) à le signe de son premier terme. 
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II. Soit la fonction à coefficients réels 

F (x) = A^ + A.x"-' I ... - 1- A„. 



On a 



F(JC) _ , , A,i , Aj J^ A^]_ 



/*oJC x\q X J\q X /V() X 

^ 1 + B,2 + B,2' + ... 4- B^2^, 
1 Al 

z désignant —, et Bi la fraction _! Le polynôme 

X Ao 

BjZ -f B2^« 4 ... + B,„z" 

a un module plus petit que l'unité pour toutes les valeurs de z dont le 
module est inférieur à la quantité r = 1 : (1 + ^), ^ désignant la plus 
grande des valeurs absolues de B, B2 ... 

En particulier, pour les valeurs réelles de z cotnprises entre - r et + r, 
le polynôme B j 2 + ... a une valeur comprise entre - 1 et + 1 , et par 

F(x) 
suite le quotient ^ ^ ' est positif. Il résulte de là que si la valeur absolue 

AoJc"" 
de X est supérieure à \ + h^?(x) a le signe de son premier terme (95). 

103. Théorème. - Etant donnée une fonction entière F(x), on peut 
assigner une quantité positive r, telle que pour toutes les valeurs de x 
dont le module est supérieur à r, le module de F(x) soit supérieur à une 
quantité donnée R. 

Soit la fonction entière à coefficients quelconques 

F{x) = AojT + A,x^-' + ... + A„. 

Désignons par q le module de la variable x, et par a^, a^, ... a^ ceux 
des coefficients A^^,, A^, ... A^. Si l'on considère F{x) comme la somme de 
Ayjc™ et de A^x^-^ + ... + A^, on voit que son module est supérieur 
ou ^al à la différence des modules de ces deux parties ; donc 

I F(x) I ^ flo^" — I A,x"^-^ + AsX»"-' + ... A^ |. (1) 
D'autre part (12), 

I A,x— ^ 4- A.x™-'' + ... + A^ I ^fl,e'"~' + û.e""" + ... + ûm. (2) 
Des relations (1) et (2) on conclut 

I F(x) I > aoQ"^ — a.çT-' — a.Q^^-' ... - a^. 

On a donc | F(a:) | > R pour toutes les valeurs de x dont le module 
vérifie l'inégalité 

floe" - û.e"- — use"-' ... — Om-. e - (Cm + R) > 0. (3) 
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Soit a le plus grand des nombres a^, a^, ... «„_,, a„ + R ; on satisfait 
à l'inégalité (3) si 

floe" — 0(6"-' + e"-' + ... + e + 1) > 0, 

ce qui revient à 

p™ — 1 
Q— 1 
ette inégalité peut prendre la forme 

elle a lieu si, q étant plus grand que l'unité, on a 

ûo r > OU ^ > 1 + — • 

Q — 1 ûo 

. a 

Par conséquent, si l'on fait 1 + — = r, le module de F (jc) sera 

plus grand que R pour toutes les valeurs de x dont le module est égal 
ou supérieur à r. 

104. Variables complexes. - Si deux variables complexes 

z = x^yi, Z = X + Y/ 

sont liées l'une à l'autre de manière qu'à toute valeur de la variable 
indépendante z corresponde une valeur déterminée de Z, on dit que Z 
est une fonction de z. 

Si l'on a recours à la représentation géométrique (9), toute position 
de z (•) dans le plan x y détermine une position correspondante de Z. 

Considérons en particulier une fonction entière 

F {z) = Ao^" + Kz^-' + ... + A„, ; 

les coefficients Ao, Ai, ... sont réels ou imaginaires, et la variable z reçoit 
des valeurs de la forme x +^/. Lorsqu'on donne à z l'accroissement A, 
la fonction reçoit l'accroissement 

F (z + A) - F(^) -- Kiz 4- A)" + A, {z f A)™-^ F . . 1 A„,-F(z). 

En développant les puissances àt z -\- h par le binôme de Newton, on 
trouve une expression de la forme: 

F (2r + A) — F (^) --- B,A t B^' + ... f- B„,A™ 

où Bi, B«, ... sont des fonctions de z. Or (101), pour toutes les valeurs de 
h dont le module est moindre qu'une certaine quantité r, le module du 



(•) Nous disons ici • le point z » au .lieu de " le point qui a pour 
coordonnées jc, ^^ ». 
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polynôme Bi A + B» A* + ... reste inférieur à un nombre donné R quelque 
petit qu'il soit. Autrement dit, le module de F (2 -j- A) - F (z) tend vers 
zéro en même temps que celui de h. On en conclut, en généralisant la 
définition de la continuité, que la fonction F (z) est continue avec z. 

Géométriquement, si le point z éprouve un déplacement infiniment 
petit, il en est de même du point Z. Si le premier décrit une courbe d'un 
mouvement continu, le point Z décrit une seconde courbe d'un mouve- 
ment continu. 

DÉRIVÉE d'une fonction ENTIÈRE. 

105. Définitions. — On appelle dérivée d'une fonction entière 

F (X) =-■ AoX"* + A,x"^-^ + ...!- Am-iX \- A„ 

le polynôme 

mA.rX"'-' + {m—l) A.x'^-' + ... h A,„_, 

qu'on obtient en multipliant chaque terme de F (x) par l'expo- 
sant de Xf en diminuant de 1 l'exposant de x et en supprimant 
le terme constant. On indique une dérivée en ajoutant un 
accent à la lettre qui désigne la fonction : la dérivée de 
F(x), de / (jc), de y, ... est désignée par F'(x), / (x), /, ... En 
particulier, la dérivée d'un monôme Ax^ est pAx^~\ 

La dérivée de F (x) admet à son tour une dérivée ; c'est 
la dérivée seconde^ désignée par F" (x). La dérivée de celle-ci 
est la dérivée troisième F'" (x), et ainsi de suite. 

La dérivée /7e d'une fonction de degré m est de degré m — p\ 
la dérivée m^ se réduit à une constante, et celles d'ordre 
plus élevé sont nulles. 

Exemple. - F(x) -- 7x^ — 5x^ — 12x + 8, 

F'(x) ^21x*— lOx — 12, 
F" (x) = 42x — 10, 

F"'(x) - 42, F'v (X) ----- 0, PV)(x) ^. 0, ... 

106. Remarques. — I. Si on multiplie une fonction entière 
par une constante, la dérivée est multipliée par cette cons- 
tante ; autrement dit, la dérivée de aF(x) est ûF'(x). 

II. La dérivée d'une somme de plusieurs fonctions est égale 
à la somme des dérivées de ces fonctions. La dérivée de 
F W f / W — 9 Mf par exemple, est F' (x) +/ (x) — g?' (x). 

Ces propositions se démontrent très facilement. 
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107. Formule de Taylor. - Soit une fonction entière 

F (x) = AoX" + k,x^-' + ... + An,; (1) 

on a 

F(x + A)-F(x) f ^P(x) + :j^F'(x) + ... + ^F(-){x). (2) 

Cette égalité se vérifie immédiatement pour F(x)^x"; 
car la formule du binôme donne 

En multipliant tous les termes de cette identité par une 
constante fl on voit que la formule (2) a lieu pour ox™. 

Cela posé, si Ton fait ApX^ — «p, on a 

h A* 

h h* 

A,(X + A)"'-2- Um-2 + j-a'm-2 + T'^'^'"''^ "^ "■ ' 



h 
Am-i(x + A) Ut + jtt'i, 

Am — Uq. 

Faisons la somme de ces égalités en observant que 

F(X) - Un, + tt„,_, -f- tt„,_o ^- ...+//,+ ^0, 

F(x) = u\^ + tt\u_i + tt',„_2 -}-... + ^'1, 
F"{x) -^ u\+ u\_, {- u\_, + ... 



F(«»)(x) ^ //[i"^ 
nous aurons la formule proposée. 

ApplicatiiNi. — Que devient, pour x =- 2 t A, la fonction 

F(y) -^ x' ^4x' +5x— l? 
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D'après la formule de Taylor, 

. F(2 + h) --^ F(2) + AF(2) + ^F"(2) + ^ P"(2). 

Les coefficients de F(y) étant entiers, ceux de F"(x) doivent 
être divisibles par 2, et ceux de F'" (x) par 6, car le développe- 
ment de F(2 + h) ne peut renfermer de fraction ; de plus 

FHx) F"{x) 

y est la moitié de la dérivée de P(x), et ^' est le 

F"(x) 
tiers de la dérivée de . En appliquant ces remarques 

on trouve: 

F(x) = x^ — 4x« + 5x - 1, d'où F(2) - 1 ; 
F(x) ^ 3x^ — 8x + 5, . F(2) =- 1 ; 

F"'(y) _ F"(2) _ 

1.2.3 ' " 1.2.3 ~ ' 

donc F(2 + A) = 1 f A + 2h' + A'^ 

108, Dérivée d'un produit. — La dérivée dun produit est 
égale à la somme des produits obtenus en multipliant la 
dérivée de chaque facteur par le produit de tous les autres 
facteurs. 

Soit, par exemple, un produit de trois fonctions 

F(x)F,(x)F,(x)=(^(x). 
Nous aurons 

cp{x + A) = F(x + A)F,(x -\ h)F,ix + h) ; 

d'où en appliquant la formule de Taylor, 

<P(x)+h(p\x)+,., 
--[F(x)-hAF'(x)+...l(F,(x) i AF,(x)+...][F,(x) { AF,(x) + ...]. 

Identifions les coefficients de A dans les deux membres ; 
il vient 

q>\x) ^ F(x)F,(x)F,(x) 4 F,(x)F(x)F,(x) + F,(x)F(x)F,(x) 

109. Dérivée d'une puissance. — Pour dériver une puis- 
sance de fonction, il suffit de multiplier la puissance par 
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son exposant et par la dérivée de la fonction et de diminuer 
de 1 V exposant de la puissance. 

En effet, la dérivée du produit de n facteurs égaux à 
F(x), d'après le théorème précédent, comprend n termes 
égaux à la dérivée T{x) de chaque facteur multipliée par 
le produit des /z — 1 autres facteurs. 

« 

Application. — La dérivée de 

(3x*- — 1)^ (5— 2x)'^'(7x'— 4x+ 2) 
= 4.3.2x(3x^ - 1 )^(5 — 2xf ÇIx' - 4x + 2) 
— 5.2(5 — 2xV (3x'' — 1 r (7x^ — 4x + 2) 
+ (14x— 4)(3x2 — lV(5-2x)^ 

110. Théorème. - La dérivée d'une fonction entière est la 
limite du rapport de V accroissement de cette fonction à 
r accroissement de la variable lorsque ce dernier tend vers 
zéro. 

En effet, de la formule 



F(x + A) ^ F(x) + AF(x) + j^^F"(x) + ..., 



on déduit 



W:^^z::Z(-X_F'(x)+^PW + ...; 



puis lorsque h tend vers zéro : 

,. F(x+A) — F(x) p,, . 
lim — ^^ — — ^ ^-^= F (x). 

111. Dérivée d'une fonction quelconque. — Si F(x) est une 
fonction quelconque, l'égalité précédente sert à définir la 
dérivée de F (x) : 

On appelle dérivée d'une fonction F(x) to limite du rapport 
de V accroissement de la fonction à P accroissement de la variable 
lorsque ce dernier tend vers zéro. 

Cette dérivée est égale au coefficient angulaire de la tangente 
à la courbe représentée par t équation y - F (x). 

Pour démontrer cette propriété, soient x, j; et x |- h, y -\- k 
les coordonnées de deux points M, M' de la courbe i^fig. 15). 
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Le coefficient angulaire de la sécante MM' est égal au quotient 

Fig. 15. 




de la différence k des coordonnées des points M, M', divisée 
par la différence h de leurs abscisses, ou égal à 

F(x + A)- F(x) 
h 

Si, M restant fixe, M' se rapproche sur la courbe indéfi- 
niment de M, la sécante MM' tend vers une position-limite 
MT, qu'on appelle la tangente au point M de la courbe. 
Le coefficient angulaire de la tangente MT est donc la 



limite du rapport -r lorsque h tend vers zéro ; il est donc 

égal à la dérivée F(jir). 

Soient X, Y les coordonnées courantes; l'équation de la 
tangente sera 

Y-j = F(x)(X-x). 

En coordonnées rectangulaires, la dérivée F'(x) est égale à 
la tangente trigonométrique de l'angle de OX avec la tangente. 

1 12. Théorème. — Une fonction entière réelle F(x) est crois- 
sante pour x^ 2Lsi F'(a) > ; elle est décroissante si F'(a) < 0. 
Lorsque F' (a) -- et F" (a) > ou < 0, F (a) est respectivement 
un minimum ou un maximum. 

Soit h une quantité positive aussi petite qu'on veut. On a (107) 



Fia + h) -¥{a)=hr{a) + ^ F"(fl) + :j^F"'(fl) + ... 

r(a-h)-r{a)^-hF{a-\-^F\a)-j^r\a)-\-... 
Neubero. - Algèbre. 



(1) 
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Le second membre de chacune de ces égalités ayant le signe 
du premier terme (96), nous distinguerons plusieurs cas. 

V F{a) > 0. Alors 

F{a + h) — ¥{a) > 0, F{a — h) — ¥{a) < 0, 

ou F {a — h)< F {a) < F {a + h) ; 

donc la fonction croît avec x dans l'intervalle (a — h, a -{-h). 
2^ F'(fl) < 0. On trouve 

F{a—h) > F {a) > F(fl + A) ; 

donc la fonction décroît dans l'intervalle {a — A, a + h). 
3o F(a) = 0, F'fl) / 0. Les égalités (1) deviennent 

F{a ±h)- F{à) - ^r\a) i ^F"(fl) + ... 

Le signe du second membre est celui de F\a) (96). 
Si r\a) > 0, on a 

F{a + h)> F(a), F(a — h) > F{a) ; 

donc F{x) décroît dans l'intervalle (a — A, a) et croît dans 
l'intervalle (a, a + h), F{a) est un mininum de F(jc). 

Si F"(a) < 0, la fonction croît dans l'intervalle {a — A, a) 
et décroît dans l'intervalle (a, a -f- A) ; F{a) est un maximum 

de F(x). 

Remarque. - Si 

F'(fl) ^ 0, F"(fl) ^ 0, ... pp-»)(fl) = 0, FP)(fl) / 0, 

on a les conclusion suivantes : 

lo p impair. La fonction est croissante ou décroissante dans l'intervalle 
(a - hj a -{- h) suivant que F(p)(fl) > ou < 0. 

2o p pair. f(a) est un maximum ou un minimum suivant que 
F(P)(a) < ou > 0. 

La démonstration est la même que ci-dessus. 

113. Application. — Discuter la fonction 

y = 2x? — 9x' + 12x — 3. (1) 

On a y = 6x* — 18x f 12a; = 6 (r — 1) (x — 2), 
y - 12x — 18. 

La dérivée y' étant positive pour x < 1 ou > 2, et négative 
pour 1 < X < 2, y croît dans l'intervalle ( — oo, 1), déaoît 
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dans l'intervalle (1, 2), puis croît constamment à partir de 
jc = 2. Il résulte de là que y est maximum pour x = 1, 
minimum pour x = 2 ; d'ailleurs, la dérivée y s'annule pour 
X = 1 et pour X = 2, et j^" est respectivement négative et 
positive. 

Le signe de y^ pour des 
valeurs réelles de x dont 
le module est suffisam- 
ment grand, se déduit 
aussi du théorème (95). 

Ces différents résultats 
s ' interprètent facilement 
sur la courbe représenta- 
tive de la fonction (fig. 16). 
Pour le tracé approxi- 
matif, on a cherché les 
points E(0,- 3), D(±,l), 

A (1, 2), B (2, 1), C (3, 6). 

Fig. 16. 
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Exercices et notes. 

1. Trouver une valeur positive de a: à partir de laquelle le polynôme 
4jc^ + 4x® — • ISjc* — Sx* f 3 soit constamment positif. 

2. Trouver les deux premières dérivées des fonctions 

(5x* + 4jc — 7) (3x + 5) (4x — 3), (5jc^ + x — 3)\ 

3. Discuter la fonction y =^ 7(? — 6x* — 15x -f- 1. 

4. Construire les courbes représentées par les équations 

y . {x-\) (x-2) (X- 3), f-(x- 1) (X -2) (X- 3), 
y ^ (x-1) (x-3)', j; = (x - 1) (x» + 1), f - (x - 1) (x* f- 1). 

5. Soit F (jc) =(x - a) (x - b) (jc - r) ; démontrer que 

F (a) 4- r(b) + F(c) -\[(a- bf + (* - cf + {c-ar\. 

6. Soit ?{x) = (x - a)a(x- b)^ ... (x - \)X; on a 



F(x) 



a 



+ 



^ 



F(x) X — a X — b 



+ ... + 



X — / 






« • 
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7. Trouver une fonction entière de x, du troisième degré, qui pour 
X = 1, X = 2 prenne les valeurs 9 et 45, tandis que sa dérivée prend 
les valeurs 18 et 59. 

CHAPITRE V. 

PRINCIPES SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 



Division d'une fonction entière par x — a, 

114. Théorème. — Le reste de la division d'une fonction 
entière F (x), par un binôme x — 3i est égal à F (a). 

Si l'on continue la division jusqu'à ce que l'on arrive à 
un reste R indépendant de jc, on aura, en désignant par 
f(x) le quotient, Videntité 

F(x) =(x- a)f(x) f R. 

Si Ton y remplace x par a, on trouve F(a) = R. 

Corollaire. — Pour que f{x) soit divisible par x — a, il faut 
et il suffit que Von ait F{a) = 0. 



Remarque. - On a F(x) = F{a + or - a) ; en appliquant la formule 
de Taylor à F(a + x - a) on trouve 

F(x)=F(a)+(x-a)P(û)+^^^F"(û) +...+ i^^=^F<-)(fl). 

Il résulte de là que le reste de la division de F {x) par {x - a)?» où 
/7 <^ /w, est 

F(a)+(^-fl)F(a)+^^F"(fl)+...+ ^^pZ.%x ^^''"'(^ 

1 1 5. Théorème. — Si une fonction entière F (x) est divisible 
séparément par (x — a)^, (x — b)^, (x — c)', ..., elle est divisible 
par le produit 

(x — af (x — bY (x — c)\,.. 

fl, by r... sont des nombres distincts; p^ q^ r... sont les 
exposants des plus hautes puissances de x — a, jc — *, x — r, ... 
qui divisent F (x). 

Par hypothèse, 

F(x) = (x-£z)'>F,(x), (1) 



> ** 



••: ... : : 

•r • • • • 
• ••• • • 
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?i{x) étant une fonction entière. Remplaçons dans cette 
égalité X par b ; puisque ¥(b) = 0, il vient 

d'où, à cause de 6 — a y 0, F, (é) = 0. Donc f^(x) est 
divisible par jc — é; si (jc — b)^' est la plus haute puissance 
de jc — * qui divise Fi(y), on peut poser 

FiW = (X - 6)^T,(x), avec Y,(b) ^ 0. 

L'identité (1) donne alors 

f(x) = (JC - aY{x - b)^'Y^(x). (2) 

On a nécessairement q - (f. Car, par hypothèse, 

F(x) = (x-6)M^), (3) 

où ç?(*) y 0, et si Ton avait par exemple ^ > ^, on trouve- 
rait en égalant les valeurs (2) et (3) de F(y) et en divisant 
l'identité résultante par (x — by' : 

(x - ayF,{x) = {X - b)^-^'ip(x) ; 

or, cette égalité est impossible puisque le second membre 
est nul pour la valeur x = 6 qui n'annule pas le premier 
membre. 
On a donc q ^ cf \ par suite 

F(ic) = (X — a)\x - 6)^Fe(x). (3) 

Remplaçons x par c ; comme on a F(r) = 0, r — a / 0, 
c— b / 0, on voit que Y^ic) = 0. FjCx) est donc divi- 
sible par X — r; si r' est l'exposant de la plus haute 
puissance de x — r qui divise FgCx), on a 

F,(x) = (X ~ cyf,{x\ 
d'où F(x) - (X — afix — b)\x — cY f^{x). 

On prouverait comme ci-dessus qu'on ne peut avoir 
r i- f, etc. 

Remarque. — On démontre de la même manière le 
théorème suivant : Si une fonction entière des variables x, y, z 
est divisible séparément par x — y, y — z, z — x, etc., elle 
est divisible par le produit (x — y) (y — z) (z — x) . . . . 

1 1 6. Quotient de la division de F(x) par x — a.— Soit 

F(x) - AoX"» + A,x™-* + ... + Am -,x + A„. 
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Le quotient est de degré m — l ; représentons-le par 

Si R est le reste de la division, nons aurons V identité 

AoX" +... + Am =(x — fl) (BoX™-^ + ... + B„-,) + R 

En égalant les coefficients des mêmes puissances de x 
dans les deux membres on trouve 

Bo ^ Ao, Bi — flBo =" Al, Bg — flBj ^ A2, ... 

Dm-i ÛDni-2 ^^ ^m—\i K ûBm-i = Am- 

De ces égalités on tire successivement les valeurs de Bo, 
Bi, Bg, ... Bm-i, R; il en résulte la règle: 

Le premier coefficient du quotient est égal au premier 
coefficient du dividende ; le pe coefficient du quotient s'obtient 
en multipliant le coefficient précédent du quotient par a et 
en ajoutant à ce produit le pe coefficient du dividende. Le 
reste s'obtient en multipliant le dernier coefficient du quotient 
par a et en ajoutant à ce produit le dernier coefficient du 
dividende. 

Application. — Dans les applications numériques, on écrit 
sur une première ligne les coefficients de F(x) en tenant compte 
des lacunes, c'est-à-dire en attribuant le coefficient aux 
termes qui manquent; sur une seconde ligne, on écrit les 
coefficients du quotient et le reste calculés d'après la règle 
précédente. 

Soit, par exemple, à diviser 2x^+4x^ — 7x^+8x— 5 parx —2. 

Coeff. du dividende: 2, 4, 0, —7, 8, — 5 
Coeff du quotient : 2, 8, 16, 25, 58 || 111. 
Quotient: 2xM-8x3+ 16x'- + 25x + 58; /?^sfe; 111. 

117. Valeur numérique d'un polynôme. — Pour trouver la 
valeur d'un polynôme F(x) pour x = a, on cherche par 
la règle (116) les coefficients Bo, B„ ... du quotient et le 
reste R de la division de F(x) par x — a ; R est le nom- 
bre cherché f{d). 

Exemple. — Trouver, pour x ^ — 3, la valeur du polynôme 

3x« — 7x* — 4x + 3. 

Coeff, du polynôme : 3, 0, —7, 0, 0, —4, 3. 
Quotient par X + 3:3, —9, 20, —60, 180, — 544|| 1635. 

Le nombre cherché est 1635. 









• »' 
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Pour démontrer directement ce procédé, il suffit d'écrire les 
valeurs explicites des nombres calculés. Désignons ces nombres 
par Fo F„ ..., Fm, et écrivons x au lieu de a ; nous aurons 

* 1 = AqX -f- Al, 

Fî = AoX2 + kyX + A2, 

im-i = AqX "■ -|- AjX ~ -|- ... -t" Am— 1 , 

* m ~-~ AqX "r AjX -j ... j- Am-lX T* Am. 

Les polynômes Fm, Fm-i, Fm_2, ... sont appelés fonctions 
de Laguerre (Bar-le-Duc, 1833-1886) ou de Ruffini (Valentano 
1755 - Modène 1822). 

Nombre des racines d'une équation. 

On appelle racine d'une équation f(x) -- 0, racine ou zéro 
de la fonction F(x) toute valeur de x qui annule cette fonction. 

118. Théorème fondamental (*). — Toute équation algé- 
brique entière, à coefficients réels ou imaginaires, a au 
moins une racine réelle, ou imaginaire. 

Nous admettons cette proposition comme postulatum. 

Remarque. — Le théorème précédent peut encore s'énoncer 
ainsi (114): Toute fonction entière admet au moins un 
diviseur de la forme x — a. 

119. Théorème. — Toute fonction entière 

F(x) = AoX"» ■\- Aix"'-^ ^- ... + A™-,x + An, 
peut se mettre sous la forme 

Ao(X — fli) (x — flg) ... (x — flm). 

En effet, F (x) admettant au moins un diviseur de la forme 
X — ûi, on peut écrire 

F(x)^=(x-a,)F,(x), 

Fi(x) étant un polynôme dont le premier terme est AqX'"-'. 

F, (a;) admet au moins un diviseur linéaire x — a^\ soit 

Fi(Jf) = (jf — ûo)Fo(x). 



O On l'appelle souvent Théorème de D'Alembert (Paris, 1717-1783). 
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En continuant ainsi, on parvient à une fonction du second 
degré ayant pour premier terme \x^ et se décomposant en 
Ao(x — flm-i) (x — am)' De ces diverses égalités, on conclut 

F (x) = Ao(x — a,) (x — a^) ... (x — a™). 

120. Théorème. — Toute équation de dégrèves a m racines. 
Soit réquation F(x) = AoJc" + AoJc™-' -f ... + A^ - 0. 

On vient de trouver 

F(x) = Ao (:>c — fli) {x — flg) ... (x — flm). 

Supposons d'abord les nombres ai, a^, ... a™ distincts. 
L'identité précédente montre que l'équation F(x) =- admet 
pour racines ûi, a^, ... flm et n'admet pas d'autre racine (16). 

Supposons ensuite que plusieurs des facteursx— fli,jc— Aj,..., 
soient égaux entre eux, et soit 

F(x) = Ao {,x-'a^^{x-a.)^{x-a^y ..., 

la somme des exposants a + /î H y -|- ... étant égale à m. 
On dit, dans ce cas, que l'équation admet a fois la racine 
fli, ^ fois la racine a^, ... ; on aura ainsi encore m racines. 
On ne pourrait avoir une autre décomposition, telle que 

F(x) ^ K^-a^^{x-a;)^\x-a^y\.,) 

car il en résulterait Tidentité 

Ao(x-fli)«(x-fl2)/î(x~fl3)>'"-^A(^-ûO«'(x— fl2)/î'{x— fla)/... 

ou, si l'on avait a > d \ 

{x—a^^-^{x—a^^{x—a^y ... = {x—a^^\x—a^ / ... ; 

mais la dernière égalité est impossible puisque le premier 
membre est nul pour x ---- û!„tandis que le second ne l'est pas. 

121. Principe d'identité. — lo S/ une fonction F(x) de degré m 
s^ annule pour plus de m valeurs de la variable^ tous ses 
coefficients sont nuls. 

En effet, si quelques coefficients de F (x) n'étaient pas nuls, 
l'équation F (jc) -= admettrait plus de racines qu'il n'y a 
d'unités dans son degré. 

20 Deux polynômes F (x), f (x) ne peuvent être égaux pour 
plus de valeurs de x qu'il n'y a d'unités dans le degré de 
celui de ces polynômes qui a le degré le plus élevé, sans être 
complètement identiques. 
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En effet, supposons 

F (jc) - Ao + AiJC + AgX^ + ... AmX»", 
f{x) = Bo + B,ac 4- 8^x2 + ... B„jc", 

m étant égal ou supérieur à n. Si pour m + 1 nombres 
distincts ai, Og, ... am+i on pouvait avoir 

réquation 

F (x) -/(x) = Ao — Bo -!- (A, — B,) jc + (A2 - B,)xM- ... == 

aurait plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son degré; 
ce qui exige 

122. Théorème. — Si une équation algébrique à coefficients 
réels admet p fois une racine imaginaire a + /îi, elle admet 
aussi p fois la racine conjuguée a — ^i. 

Soit l'équation F(x) -= 0, à coefficients réels. On a (24) 

F(a + ^0 = P + QPlf F(« — i^O == P — Qfii] 

a + pi étant racine, on a nécessairement P =- 0, Q = 0, d'où 
l'on conclut F (a — /î/) = 0, de sorte que a — pi est également 
racine. 

F{x) étant divisible par x — (a + pi) et par x — (a — pi) 
est divisible par leur produit ou par (x — ay + p^ ; le 
quotient est un polynôme réel Fi(x), et l'on a 

F(x)^[(x-a)« + ^«]Fi(x). 

Si a + pi est racine multiple de F(x), il est encore racine 
de F, (x) ; donc a — pi, d'après ce qui vient d'être démontré, 
est également racine de Fi (x), et l'on peut écrire 

F,{x) = [(x-ar h^^lF^ix), d'où F(x)=[(x-a)^ + ^^]«Fax)... 

En continuant ainsi, on trouve, dans le cas où a + pi 
est p fois racine de F(x), 

Donc a — pi est au moins p fois racine. Il ne peut être 
plus de p fois racine ; l'imaginaire conjuguée a + pi serait 
au moins p fois racine, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

123. Théorème. — Un polynôme réel ¥ (x) est un produit de 
facteurs réels du premier ou du second degré. 
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Soient a, b, ... / les racines de Téquation F (x) = 0. On a 

F(jc) = Ao(x — a) (x — b) ... (x — /). 

Si toutes les racines sont réelles, le théorème est démontré. 
Si p racines sont égales à a + ^/, p autres sont égales à 
a — fiif et le produit des facteurs correspondants de F (x) est 

[(X~a)2 + ^«]P. 

Relations entre les coefficients et les racines 

d'une équation. 

124. Théorème. — Soient a, b, ..., 1 les racines de U équation 
F(x) = x™ + AiX™-» + A2X'"-2 + ... + Am - 0; 
on a les relations 



a + * + r +... + /=-— Aj, 

a* + û^ + ... + kl = Ag, 

abc + abd + .„ + Ikl = — A3, 



abc ... kl = (— l)™Ara. 



(1) 



En effet, F(x) = (x — a) (x — b) (x — c) ... (x — /), et le 
dernier produit a pour développement 

x" — x™-ï Za + x™-22iz* — x'^-^Iabc + ... + (— D'^abc.l. 

125. Remarque. — Les relations (1), au nombre de /w, ne 
peuvent servir à déterminer une des racines en particulier. En 
effet, si on élimine é, r, ... /, on obtient une équation en a ; soit 
(p{a) = cette équatfon. Comme les relations (1) sont symé- 
triques par rapport aux racines, Télimination de a, r, ... / 
doit conduire à Téquation (p{b) = 0. En continuant ainsi on 
voit que l'équation q){x) = a pour racines a, *, ... /; elle 
est donc identique à l'équation proposée F{x) = 0. 

Cette conclusion peut être vérifiée d'une manière bien 
simple. Car, si on ajoute les égalités (1) après les avoir 
multipliées respectivement par — a»"-', fl™-^^ — a"»-^^ ,^, 
(— 1)™, on trouve 

— a™= Aia*"-ï + Aafl™-^ + ...4- Am-i^ + Am, 
ou F(a) = 0. 
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126. Application. — Les relations (1) facilitent la résolution 
de certaines questions sur les racines d'une équation. Soit, 
par exemple, à trouver la condition nécessaire pour que 
l'équation 

jc^ + /^Jc^ + ^y + r = 

ait une racine égale à la somme des deux autres. 
Si a, b, c sont les trois racines, on a 

* + r = fl, 
a-\-b + c=— Pfab-\-ac-]rbc = q, abc = — r. 

Les deux premières égalités donnent 

a ^ b -\- ^ = — ^'f 

en exprimant que — ^ est la racine de l'équation proposée, 

on trouve la condition cherchée: 

p^ — 4pç + 8r - 0. 
Les valeurs de * et r résultent des égalités 

2' r p * 

donc é et r sont racines de l'équation du second degré 

2 p 

Principe de substitution. — Conséquences. 

127. Théorème. — Soit F(x) une fonction réelle, continue 
dans l'intervalle (a, b). Si F(a) et f{b) sont de signes con- 
traires, r équation F(x) -= a au moins une racine comprise 
entre a et b. 

En effet, si x varie d'une manière continue depuis la 
valeur x = a jusqu'à la valeur x = b, F(x) variera aussi 
d'une manière continue en passant de la valeur F{a) à la 
valeur ¥{b) qui a un signe contraire. A cause de la continuité, 
F(jc) ne peut changer de signe qu'en passant par la valeur 
zéro. 
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La construction de la courbe (fig. 17) représentée par 
l'équation y = Y(pG) rend le théorème intuitif. Aux abscisses 
a et é correspondent deux points A et B (ou B et C) situés de 

FiR. 17. 




part et d'autre de Taxe OX ; la courbe restant à une distance 
finie de cet axe et offrant un trait ininterrompu entre A et B 
(ou entre B et C), Tare AB (ou BC) doit traverser une ou 
plusieurs fois (un nombre impair de fois) Taxe OX ; l'abscisse 
de chacun des points d'intersection avec OX est racine de 
F(x). 

Remarque. — Une fonction réelle F (x) qai est continue 
dans r intervalle (a, b), passe par toutes les valeurs intermé- 
diaires entre F(a) et F(b) quand x varie d'une manière 
continue depuis la valeur x = 2l jusqu'à la valeur x = b. 

La courbe représentative de la fonctfon rend encore cette 
proposition intuitive. D'ailleurs, celle-ci comprend le théorème 
précédent comme cas particulier. 

128. Application. — I. Soient Xj, Xg, ... x^ six nombres 
inégaux ; supposons JCi > x^ > Xg > x^ > x^ > Xg. L'équation 

F(x)=(x— Xi) (x— x.3)(x— Xs) + y^{x—x^){x—x,){x — x^) = 

a trois racines réelles. En effet, 

F(xO -= y\x, — x.,)(x,-x,)(Xi-X6) > 0, 
F(X2) ^ (x, — Xi) (x, — X3) (Xo — X5X ; 

donc l'équation F(x) = admet au moins une racine com- 
prise entre x^ et x,. On démontre de même qu'il existe au 
moins une racine entre X3 et X4, et au moins une entre x^ 
et JCg. Comme l'équation n'a que trois racines, chacun des 
intervalles (x,, Xg), (Xg, x^\ {x^, x^) comprend une seule racine. 
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II. Toutes les racines de Téquation 

AS R2 î 2 

F(jc) =-^^^ + -^ + ... + -^- M^ = 
^ x — a x — b X — l 

sont réelles. Car, s\ a < b < c ... < l, F(jc) est une fonction 
continue dans Tintervalle {a + e, b — e), e désignant un 
nombre positif aussi petit qu'on veut ; or 

F(a + c)-^ — + - u,^ +- + „ /■ -M' >0, 

A» R- î * 

o — a E E — / E 

puisque les termes — , — dont les valeurs sont aussi grandes 

qu'on veut, donnent leur signe ; par conséquent, F (x) s'annule 
au moins une fois dans l'intervalle (û + €, é — e). On verrait 
de même que F (x) a au moins une racine dans chacun des 
intervalles (b, c), ... (A, l). Enfin, comme F(/ + «) > 0, F(oo) <;0, 
il existe au moins une racine de ¥{x) supérieure à /. Le nombre 
des racines réelles dont l'existence est certaine, est précisément 
égal au degré de l'équation F (d?) -= rendue entière; donc, etc. 

On peut démontrer autrement que l'équation proposée n'a 
pas de racines imaginaires. En effet, si a + Pi est racine, 
a — fii est également racine ; or de 

on tire, par soustraction, 
2A' (------. —^^ 0, ou 2ip2\ ^'-^- 0, 

égalité impossible, si p / 0. 

129. Théorème. — Si deux quantité a et fi comprennent entre 
elles un nombre impair de racines d^une racine algébrique 
réelle f{x) = 0, ces quantités^ substituées à x dans F(x), 
donnent des résultats de signes contraires; si elles comprennent 
un nombre pair de racines, les résultats de substitution 
sont de même signe. 



- 110 - 

Supposons que Tintervalle (a, p) comprenne p racines 
Uf bf ... g. Nous pouvons écrire 

F (x) = {x — a) (x — b) ... {x — g)(p(x), 

q) (x) étant une constante ou un polynôme. Dans le second cas, 

F (a) -= (a — a) (a — b) ... (a — g)(p{a\ 

F (/î) ^(p-a){p- b) ... (p - g)<p{p) ; 



d'où 



F (a) a — fla — p a — g (p{a) 

FW ~ T^^ T^b "• T^g W) 



(p(a)tiq){p) sont de même signe, sans quoi (127) l'équation 
q){x) = aurait au moins une racine entre a et /î, et û, ô, ...^ 
ne seraient pas toutes les racines de f [x) comprises entre 
a et p. Les p fractions 

a — a a — b a — g 

sont négatives ; donc le quotient F (a) : F ()8) est positif ou 
négatif suivant que p est pair ou impair ; ce qui démontre 
le théorème. 

Si a et /î ne comprennent entre eux aucune racine de 
F {x)f F (a) et F()8) sont de même signe. 

Corollaire. — Lorsque x variant d'une manière continue 
passe par une racine de V équation F (x) - 0, la fonction F (x) 
change de signe ou non, suivant que le degré de multiplicité de 
cette racine est impair ou pair. 

Soit a une racine d'ordre /; ; si c désigne un nombre aussi 
petit qu'on veut, l'intervalle {a — «, a -\- e) comprend p racines 
égales à a. Donc f (a — e) et F (a + e) sont de signes 
contraires ou de même signe suivant que p est impair ou pair. 

1 30. Théorème. — 5/ deux nombres a et p, substitua à x 
dans le premier membre dune équation algébrique réelle, 
donnent des résultats de signes contraires, ces nombres 
comprennent entre eux un nombre impair de racines de 
V équation ; si les résultats de substitution ont le même signe, 
a et p comprennent un nombre pair de racines ou rien 
comprennent aucune. 

Ce théorème est le réciproque du précédent. 
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131. Théorème. — !<> Toute équation algébrique de degré 
impair, à coefficients réels, a au moins une racine réelle, de 
signe contraire à son dernier terme. 

2o Toute équation algébrique de degré pair, à coefficients 
réels et dont le dernier terme est négatif a au moins deux 
racines réelles, Vune positive^ Vautre négative. 

On suppose le premier terme de Téquation positif et le 
terme indépendant différent de zéro. 

lo Soit réquation de degré impair 

FU) = Kx^ + Aijc™-^ + ... + A„ = 0. 
On a (95) 

F(— oo) =— oo, F(0) = Am, F( + cx)) = + c5o; 

donc, suivant que Am est positif ou négatif, Téquation a un 
nombre impair de racines entre — oo et 0, ou entre et + oo. 

2o Si l'équation est de degré pair, on a 

F(— cx)) .^ + oo, F(0)-A„,, F(+c>o)- +CX); 

donc , si Am < 0, Téquation a un nombre impair de racines 
entre — oo et 0, et un nombre impair de racines entre et + oo. 
Si Am > 0, réquation a un nombre pair de racines positives 
et un nombre pair de racines négatives, étant considéré 
comme un nombre pair. 

Exercices et notes. 

1. Déterminer a de manière que x -2 divise le polynôme 

x^ — Ix^ H- ax' —ta -\^ 4. 

2. Déterminer a par la condition que 2 soit racine de l'équation 

x^ — 4a:2 + ûa: -t 6 q, 

et trouver les deux autres racines, (a ^ 1 ; les autres racines sont - 1,3). 

3. Déterminer a et 6 de manière que le polynôme 

2x' + aœ^ + 127^?^ -\- bx -\- 180 

soit divisible par le produit (jc - 2) (jt - 3). (a= -21,b=- 252). 

4. Trouver une valeur de m qui rende le polynôme 

00'^ -{- y^ ■\- z^ + mxyz 

divisible par x -\- y ■\- zti déterminer le quotient. 
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Le polynôme s'annulant pour x =^ - {y + z), on trouve la condition 
yz{y + z) (m-{-3) = 0; d'où y = 0, ou z = 0, ou y = - z, ou m = -3. 
Il est utile de remarquer l'identité 

Sx^ — 3xyz ^ 2ir(2iz?* — Hxy) =i2a?2■fa7-y)^ (1) 

On en conclut que la relation x +y -{- z= entraine l'égalité 

x^ +y^ + z^ — 3xyz; 
et que 

(a — bf +{b — ci' + (c—ay=3(a — b) (b—c) {c — a). 

5. Rendre rationnelle l'équation 

3 3 3 

ix-^-iy + yz - 0. 

On peut s'appuyer sur l'égalité (1) de l'exercice précédent ; l'équation 

cherchée est (ce + y -\- 2)3 = 27 xyx. 

6. Déterminer m par la condition que x + y + z divise le polynôme 

x' -\-y' ^-z^ 1- mtey + j2^2 + z^x^). 

On trouve m =^ - 2, puis 

2x'-22xY--{x-\-y-Vz)(-x+y + z)(x^y+z){x+y-z\ 

Cette identité est souvent utile. Elle montre que l'égalité x ir j; ± z = 
entraine celle-ci : 2x* — 22xY = ; que l'équation 

yx i Vyi y z = o, 

rendue rationnelle, devient ^ x' — 22xy 0. 

7. (X + 1)2" — x^n — 2x— 1 
est divisible par x(x ■}- 1) {2x + 1). 

8. iX+y + -?)2"+^ — X^n+l — j; 211+1 _ 2r2n+l 

est divisible par (x + y){y +x) (z + x). 

9. (cos a -\ X sin a)™ — (cos ma \- x sin ma) 

est divisible par a:2 -j- i. (L'expression s'annule pour ^= i i.) 

10. Les polynômes 



y^Z^ + Z^x"" \- x^y -fz"" - z^xP - x^y»*, 

XP^q^r -f yP^r^xr -^ z^Xy - X^ Z*» - yPz**X^ - Z^X^ 

sont divisibles par le produit {y - ^(z - x) {x - y), 
H. Démontrer que les polynômes 

F(X) ---~ X^"^ -t- X3P-|-Ï t-x3<l+2^ 
F, (x) - (1 + X)6m+1 I- (1 \ x)6p+2 _,_ 1 

sont divisibles par a?* -|- a? + 1 



Q 
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Soit une racine de jc2 -f- jc + 1 = ; c'est aussi une racine de jc^ — 1 = 0, 
de sorte que 03 = 1, O^n = 1. On vérifie que F(0) = 0, etc. 

12. F(x) = (X \- 1)6»"+^ — Jfi^-^' — 1 

est divisible par (jc2 + jc + 1)2 . 

Le reste de la division de F(jc) par (x - àfi est F(a) + (jc - a) F (a) ; 
on a ici F'(0) = 0. 

13. «jcn+i - (/i + i)jcn + 1 est divisible par (jc - 1)2. 

14. jc2n - /i2xn-i-i-f2(/i2 _ i)jcn _ /|2 j^n-i + 1 est divisible par (jc- 1)4. 

15. Déterminer m ti n par la condition que 

soit divisible par (x-\-y)'^, 

16. Reste de la division du polynôme ?(œ) par (x-a)(jc-b). 

Dans l'identité ?(jc) = (x-a) (x- - b)f(x) + kx + B, on fait successive- 
ment X = a, X = b. 

17. Si une équation à coefficients commensurables admet la racine 

a + )'b, elle admet aussi la racine a - \'b, 

18. Si a + /î/ est racine de F(^) -f if{x) = 0, a - ^i est racine de 
F(^)-(/l^*) = 0, Y(x)t{J(x) désignant des fonctions entières réelles. 

IQ. Si les racines d'une équation du 3« degré sont fl2 ^ ^2 ^ 2ab, les 
racines de l'équation dérivée sont rationnelles. 

20. Trouver la condition nécessaire pour qu'une racine de l'équation 

X ' -\- px^ + qx + r=Q 

soit moyenne proportionnelle ou moyenne arithmétique entre les deux 
autres ; pour que les racines soient les côtés d'un triangle rectangle, les 
tangentes ou les cosinus des angles d'un triangle quelconque. 

21. Résoudre l'équation 

x^— 9x- + 23a:— 15 0, 

sachant que les racines sont en progression arithmétique. 

22. a, b, c étant les racines de jc3 + px'^ -\- qx-\- r -- 0, former l'équa- 
tion du 3c degré ayant pour racines 

y^ -- — a -\- b -\- C, y. a — b + c, y-^ - a + b — c. 

Calculer y i+y 2 +y3f yiyz+ysy^+ysyu J^i^zJ^s, ou remplacer 
dans l'équation proposée »î^par - -{p -\-y). 

23. Exprimer que la somme de deux racines de l'équation 

X* -^ px^ + qx^ + rx ^ s = 

r P/ P^s^ 

est égale à la somme des deux autres [r -- jr(ç — V^J- 
Neuberq.- Algèbre. 8 
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S'appuyer sur les relations (124), ou identifier l'équation avec 

24. Exprimer que la même équation a deux racines égales et de signes 
contraires. 

25. En un point quelconque A de la courbe représentée par y =: x^ ^ 
on mène la tangente, qui coupe de nouveau la courbe en B. Lieu du 
milieu de la droite AB(Réponse:jf = 28^*3). Démontrer que l'axe des jf 
divise la corde AB dans un rapport constant. Lieu des milieux des cordes 
parallèles à la droite y=.mx (Réponse : y = 3/wjc - 8.i:-3 ). 

26. D'un point donné P, on peut mener trois normales à une para- 
bole; soient M, M', M" les points d'incidence. Le centre de gravité G 
du triangle MM'M" est sur l'axe de la parabole; si l'on prolonge PG 
de GH = 2PG, le point H est situé sur une droite fixe. Lorsque deux 
des normales sont rectangulaires, le lieu de P est une parabole. Le lieu 

d'un point P tel que PM* + PM' + PM" = a2 , est une ellipse. 

27. Décomposer en facteurs réels du second degré a^+ 1, a?6-f L 

x^ + 1 = jc^ + 1 4- 2a:^ - 2a:*^ - (x^ + X|/2 + 1) (x* - aY2 + 1); 

x« + 1 =- (x^ + 1) (x^ + 2jc2+ 1 — 3jc2) 

- (>:' + 1) (^^ -t x»3 4- 1) {x^—x^Z + 1). 

Pour obtenir des décompositions rationnelles, on remplace x par 

— I — ou — 1 — , ce qui donne 

y y 

4x' + y* -- (2x2 -\-2xy + y^) {2x'' — 2xy + y^\ 
27x« +y' -= (3x« +f^) (3x« + 3xy + y') (Sx^ — 3xy + y). 

De la première formule, on conclut que tout nombre de la forme 
4x^-\- 1 (en particulier 2^nH-2+ 1), excepté 5, est composé. 

28. Décomposer en facteurs réels jcio - L 

x^° — l=(x« — 1) {x' + x' + x'+x+l){x'—x' + x^—x + l), 

X' ± x' + X^ ± X+ 1 = (x^ i: ^X + 1)^— |x* = ... 

29. Décomposer a?i2 _)_ ()tyn en trois facteurs rationnels du 4« degré. 

30. Si /7i = 6ÂJ -h 3, jc2 -h xy -1-/2 divise 

m— 1 

(X t- y)^ - X™ ^y^ - 3(x \ y) (xy) ' . 
3L a, b, c étant les racines de l'équation jc3 -|- ^jc -|- ^ ^ 0, calculer 

a , b c abbccaabbcca 



1 + al+ô \ -\- c^ b a c b a c' c a 
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32. L'équation x^ - 3x -\- m {\ - 3x2 ) = o à une racine < -^, 

une seconde comprise entre -^r et -7;^, une troisième "> ~r. 

33. Déterminer m de manière que l'équation . 

X* — x^ + 2x + m = 

ait deux racines dont la somme égale le produit. 

34. Déterminer p de manière que deux racines de l'équation 

3x^ -h px^ + 2x2 + 12jc — 8 = 

aient un produit égal à 2. 

35. Résoudre l'équation 

x^ + 5x' — 4jc — 20 -- 0, 

sachant qu'elle a deux racines symétriques, ou que le produit de deux 

2 
racines est égal - 10 ou que le rapport de deux racines est égal à -^. 

CHAPITRE VL 

TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. 
LIMITES DES RACINES. 



Transfo*rmations élémentaires. 

Transformer une équation F (x) -- 0, c'est en déduire une 
autre équation f(y) ^ dont les racines aient^ avec celles 
deF{x) '-^ 0, une relation donnée cT avance. L'équation /(j;) -- 
est appelée la transformée de F(x) = 0. 

132. Problème. ~ Changer les signes des racines de 
[équation F {x) ~ A,x"^ 4 AiX™"* + ... + k^^.x + A,„ - 0. 

Si x désigne une racine quelconque de F (x) -- 0, et y la 
racine correspondante de la nouvelle équation, on doit avoir 

y^-x, F (x) = 0. 

Eliminant x entre ces égalités on trouve l'équation cherchée 

F(-J') = 0. 

Si l'on remplace la lettre y par x, on voit que cette équation 
s'obtient en changeant x tx\ — x dans l'équation proposée. 
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Remarque. — Si une équation n'a que des termes de 
degré pair, elle se confond avec sa transformée en — jc; 
donc ses racines sont, deux à deux, symétriques. On abaisse 
le degré d'une telle équation en prenant x' pour inconnue. 

133. Problème. — Multiplier^ par un nombre k, les racines 
de ?{x) = 0. 

Il faut éliminer x entre les équations y -- kx, F (x) — ; 
la transformée est donc f ( ,) - ou 

Ky^ + KkjT-' 4- A,Ay"-"^ + ... 4- K-^k'^-'y + A„*"^ = 0. 

Les coefficients de la transformée sont égaux à ceux de la 
proposée, multipliés par les puissances successives de k. 

Exemple. — Soit à multiplier par 2 les racines de 

3x* — 7jc^ + 8x — 9 = 0. 

On trouve (en écrivant x au lieu de y) : 

3x* — 28x* + 64x — 144 = 0. 

Remarques. — I. Pour résoudre le problème précédent, on 
peut s'appuyer sur la composition des coefficients (124). Si 
l'on multiplie les racines de F(x) par k, la somme des 
racines est multipliée par k, la sommé de leurs produits 
deux à deux par A*, etc. 11 faut donc remplacer A^ par 
yfeAi A., par k^k.^ etc. 

II. Pour diviser les racines par *, on change x en ky ou 
plutôt en fcc, ce qui donne la transformée 

134. Problème. — Transformer une équation en une autre 
dont les coefficients soient entiers, et dont le premier terme 
ait pour coefficient l unité. 

Soit AoX™ + A,x»"-» + ... 4- A,„ ■- 

l'équation débarrassée de ses dénominateurs. Si on multiplie 
les racines par Ao, on obtient la transformée (133) 

i\.{)X -j- J\iJ\f)X -y- J\^J\(fX \ ... '1 Am/\o ^^^ U, 

dont tous les coefficients sont divisibles par A,,. 
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Le problème admet souvent une solution plus simple. 
Exemple. Qx* — 27x» — |jc« — -^x + 2 - 0. 

Multiplions les racines par k: 

9x* — 21 kx» — -1 k^x^ — ^ yfe^x + 2k* = 0. 

Divisons cette équation par 9 et exprimons que les coefficients 

bk^ Ik' 2k^ 
8.9' 12.9' . 9 

se réduisent à des nombres entiers. La plus petite valeur de 
k est 12 : la transformée correspondante est 

X* — 36x« — IOa:^ — 112x + 4608 = 0. 

135. Problème. — Diminuer, (Tune quantité donnée h, 
les racines cTune équation F (x) ~ 0. 

On doit avoir y = x — h, f {x) ; éliminant x on 
trouve la transformée F (A +/) -= 0, c'est-à-dire 

F(A) + X F'{A) + ^ F" (h) + .- + ^ F^^'UA) = 0, 

où la lettre x remplace y, 

La méthode suivante, due à Horner (Zurich, 1774-1834) 
s'applique avec avantage aux équations numériques. On 
divise F (x) par x — A, le quotient par x — A, le second 
quotient par x — A et ainsi de suite. Ces opérations donnent 
les identités: 

F(x) - (x-A)Q, + R., 
Q, = (x-A)Q, + R„ 



Qm-i ^ (:« — A) Q,n + Rm. 

Eliminons Qi, Qg, . . Qm-i en ajoutant ces relations membre 
à membre après avoir multiplié la seconde par x — h, la 
troisième par (x — A)", etc. Nous aurons l'identité 

F W - Ri + RAx -h) + RAx — hy -t- ... + Qm (X - hY\ 
En y remplaçant x — A par x, on obtient l'équation cherchée: 
Ri + R,x + R,x' + ... + Q„x"» ^ 0. 



' 
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Ainsi : Pour diminuer de h toutes les racines d'une équation, 
on divise le premier membre par x — h, /^ quotient de cette 
division par x — h, le quotient de la seconde division par 
X — h ; et ainsi de suite. Le dernier quotient et les restes de 
ces divisions sont les coefficients de la transformée. 

Cette règle est analogue à celle qui sert à faire passer un 
nombre entier d'un système de numération dans un autre. 

Application. — Diminuer de 2 les racines de l'équation 

5x* — 4jc8 + 8x' — 3jc + 7 = 0. 

Les divisions successives de F (x) par x — 2 s'effectuent 
par le procédé rapide indiqué (116): 



Coefficients de F (x) ... 5, 


- 4, 8, - 3, 7. 


w vil "• ^; 


6, 20, 37 R,-81. 


n Mc2 *** ^f 


16, 52, !i R,=-141. 


w \^3 ... D| 


26, ! R3=104. 


n VJ4 ... 5 


R,=36. 



Transformée: 5x* + 36x* + 104x' + Hlx +81 - 0. 

136. Problème. — Faire disparaître le deuxième terme 
dune équation 

AoX™ + A^x™-^ + ... + k^^,x + A„, - 0, (1) 

oti A, / 0. La nouvelle équation doit être de la forme 

^^ + Be/""' + B,/"-' + ... + B„ = 0. (2) 

La somme des racines de (2) étant nulle, il suffit de diminuer 
chacune des racines de (1) du m^ de leur somme ou de poser 

- désignant la fraction irréductible égale à — ^- La trans- 
formation (3) peut se décomposer en d'autres plus simples : 



x' - qx, x" - x' H^ A y 



a;" 



On obtient l'équation en x' en multipliant par q les racines 
de (1) ; on diminue ensuite de — /? les racines de la nouvelle 
équation; enfin, on divise par q les racines de la dernière 
équation. Mais les deux premières transformations suffisent. 
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Exemple. 3x* — Sjc^ — 6x + 4 = 0. 

On diminue les racines du quart de leur somme, en posant 

_2 _ 3x — 2 
y ^ ^ 3~ 3 

Il est même plus avantageux de poser j; — Sx — 2, ou 
d'effectuer les transformations 

jc* = Sx, y = x' — 2. 

L'équation en x' est (133) 

3x'4 — 8.Sx'8 — 6.33x' + 4.3* - 0. 

En la simplifiant par 3 et diminuant de 2 les racines, on trouve 

/ — 24/— 118y-48 - 0. 

137. Remarque. - On peut se proposer de faire disparaître 
un terme quelconque de Téquation F(x) -- 0. Si Ton diminue 
de h les racines, on a la transformée (135) 

r{h) + y F (h) + ^ F' (A) + ... + ^y F™) (h) ^ 0. 

Pour faire disparaître le terme eny^, on pose F<p>(A) -= 0, 
ce qui donne une équation de degré m— p en A. 

Le terme indépendant sera nul si F (h) -- ; h est alors une 
racine de Téquation proposée. Ce résultat s'explique facilement. 

138. Problème. - Former r équation admettant pour racines 
les inverses des racines d'une équation donnée F (x) = 0. 

11 faut éliminer x entre les équations y = -, F(x) = 0. 
La transformée est Ff-j - 0, ou en écrivant x pour y\ 

A(, -\- AjX -\- ... + Ana—iX -|- AmX = U. 

Remarque. — Si la transformée se confond avec l'équation 
proposée, celle-ci est dite équation réciproque, A toute racine a 

de F(x) = correspond alors une racine égale à — 

139. Transformation homographique. — Les transformations 
précédentes rentrent dans la transformation homographique : 

Axy -t- By + Cx -1 D 0, ou -V = - ^ ^^ g ' (1) 
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Par exemple, si A - 0, D = 0, on multiplie les racines de 
l'équation proposée par un nombre constant. 

Tirons de la formule (1) x en fonction de y; en substituant 
la valeur on trouve que la transformée de F (x) = est 

On peut présenter autrement le calcul de cette transformée. 
Rendons l'équation proposée homogène en remplaçant x 

par^,: 

AoJC" + AiX°^-*x' + ... f An,_,;c;c'™-' + A^x'"^ = 0, 

y 

et désignons par —, la racine de la transformée ; la transfor- 
mation homographique correspond à une substitution de 
la forme 

X = ay '\- by\ x' = a!y ~\- by. 

Limites des racines. 

140. Définitions. — On dit qu'un nombre positif L est une 
limite supérieure des racines positives de Téquation à coeffi- 
cients réels F(x) =- 0, si l'équation n'a pas de racine supé- 
rieure à L, sans que cela implique qu'il y ait une racine 
entre et L Supposons le premier terme de F (x) positif ; 
alors si Ton a F (x) > pour x ^ L, L est une limite 
supérieure, car il n'y aura pas de racine supérieure à L. 

On dit qu'un nombre positif / est une limite inférieure 
des racines positives de l'équation F (x) - 0, si Ton sait 
qu'il n'y a pas de racine positive inférieure à /. Pour obtenir 
une telle limite, on peut chercher une limite supérieure L, 

des racines positives de l'équation F f - j - et poser 

' - 1- 

Si l'équation a des racines négatives, on trouve deux 
nombres — L' et — /' entre lesquels elles sont comprises 
en cherchant une limite supérieure L' et une limite inférieure 
/' des racines positives de la transformée en — x. 
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Lorsqu'un polynôme à coefficients réels est ordonné 
suivant les exposants décroissants de jc, on appelle variation 
la succession de deux termes de signes contraires ; la variation 
est descendante ou ascendante suivant que le terme positif 
précède ou suit le terme négatif. La succession de deux 
termes de même signe a reçu le nom de permanence. Ainsi, 
le polynôme 

3jc« + 2jc5 + Sjc» — Qjc'' - 20jc + 4 

présente successivement deux permanences, une variation 
descendante, une permanence, une variation ascendante. 

141. Méthode de Lagrange. — Quand le premier coefficient 
d!une équation est Vanité, une limite supérieure des racines est 

L - 1 + V'n, 

N désignant la plus grande des valeurs absolues des coefficients 
négatifs, et p la différence entre le degré de V équation et 
celui du premier terme négatif. 

Soit l'équation F (x) = x'" + k^x"^-' -f- ... + A„, = 0. 

Si le premier terme négatif est en x"~p et si N est la plus 
grande valeur absolue des coefficients négatifs, on a pour 
toute valeur positive de x : 

F(jc) > X™ — N(x"-P + x^"-p-^ -\ ... + 1); (1) 

car on a augmenté la somme des termes négatifs, remplacé 
les termes positifs à partir de x™"*" par des termes négatifs 
et négligé les termes positifs compris entre x™ et x^^"^. 
L'inégalité (1) donne, si x > 1 : 

F(x) >x°^-N z — > — ^^ ^ — z . 

^ ' X — 1 X — \ 

Pour avoir F(x) > 0, il suffit que x vérifie la relation 

x°^(x - 1) - Nx'^-P+ï > 0, 

ou, en divisant par x™-p+\ 

x^\x - 1) - N > 0, 

et en remplaçant x^' par la quantité plus petite (x — 1)^*, 

(x - 1)P - N > 0, 
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ce qui revient à 

X ^ 1 + Y N. 

Remarques. - I. Mac-Laurin (Kilmoddan 1698-York 1746) avait indiqué 
la limite 

L = 1 + N; 

on l'obtient en observant que pour toute valeur positive de x, 

F(x) > jr^ - N (x^-^ + x"^-* + ... + 1), 

ce qui est l'inégalité (1) oij l'on remplace /? par 1. 

II. La limite 1 -|- V N est aussi une limite supérieure des racines de 
l'équation dérivée F (œ) = 0. Car si l'on applique la méthode de Lagrange 

à l'équation — F' (a?) = 0, le nombre p ne change pas, et les coefficients 
ni 

sont plus petits que les coefficients correspondants de F (x) ; on obtient 
donc une limite plus petite que 1 -|- yN. 

142. Méthode par groupement des termes. — On obtient 
une limite supérieure des racines en déœmposant le premier 
membre de Véquation en plusieurs polynômes présentant 
chacun au plus une variation (descendante) et en cherchant un 
nombre qui rende tous ces polynômes positifs ou nuls. 
Cette méthode repose sur la proposition suivante : 
5/ un polynôme f (x), présentant une seule variation descen- 
dante, est positif pour une valeur positive de x, // reste 
positif à partir de cette valeur,. 

Soit le polynôme ordonné 

f{x) =- Ax"^ + Bx"»-* + .. . + Qx° — (HxP + Ix^'-* + . .. ^- Mx*»). 
On peut écrire 



= A;c"'-" + ...H-0- 



1 vH— p ' • • • 1^ 



Posons 

/(x) ^ Ax-° + ... + o, fÀx) = -5f- ^ - + ^ 



de sorte que/(x) = x°[/;(x)— /.(x)]. 

Si Ton fait croître x de à cc,/i(x) croît constamment et 
f{x) décroît; donc la différence /(x) —/.(x) croît toujours. 
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Or, cette différence commence par une valeur négative et 
finit par une valeur positive ; elle passe donc par zéro pour 
une certaine valeur x a, et reste positive pour toute 
valeur de x supérieure à a, La proposition est donc démon- 
trée. 

Exemple. Soit à chercher une limite supérieure des racines de 

jc^ + x' — x=^ + X — 10000 = 0. 
En groupant ainsi : 

(x-' + jc^ — x«) + (jc — 10000), 

et observant que le premier groupe est positif pour «^ 1, 
et le second pour x > 10000, on voit que 10000 est une 
limite des racines. Mais en écrivant 

(a;-' — 10000) + (x' — x') -\- x , 



on obtient la limite \ 10000. 

La méthode de Lagrange donne 1 + V 10000 ou 101. 

Remarque. - On peut aussi employer des groupes ayant 
plus d'une variation, ainsi qu'on va le voir sur l'équation 

X' — bx' + \lx^ — 23a; + 1 - 0. 

Décomposons ITx^ en 10a;* + 7a;* et groupons ainsi : 

jc*(jc- - 5x + 7) + jc(10x -23) + L 

Le trinôme x* — 5jc + 7 dont les racines sont imaginaires, 
est constamment positif; le binôme IOjc — 23 est positif à 
partir de x -= 2, 3 ; une limite supérieure est donc 2, 3. 

La méthode de Lagrange donne L = 24. 

143. Méthode de Newton. — On obtient une limite supé- 
rieure des racines de C équation F(x) = en cherchant un 
nombre qui rende positives la fonction F(x) et ses dérivées. 

En effet, f{a + A) = F(a) + hf\a) + ^^ F\a) + ... ; 

donc, si les nombres F(fl), F'(fl), F"(a), ... sont positifs ainsi 
que A, on a aussi f{a f h) > 0, et aucun nombre supé- 
rieur à fl ne peut être racine. On aurait la même conclusion 
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si a annulait quelques dérivées de F(jc) et rendait positives 
les autres. 

Voici comment on applique la méthode. La dernière 
dérivée, égale à m ! A,,, est positive. On cherche une valeur 
ûi de X rendant nulle ou positive la dérivée F<"-^>(;cj, qui 
est du premier degré. On examine ensuite si cette valeur 
rend nulle ou positive la dérivée f^^-'^^(x) ; si F^"-^) (^^^ 
< 0, on cherche une valeur a. supérieure à a^ rendant la 
dérivé F^'"~2>(jc) positive ou nulle. On subtitue a^ dans 
F("'-3)(it?) ; si le résultat est négatif, on remplace x par un 
nombre plus grand jusqu'à ce qu'on arrive à un résultat 
F<™-3>(fl3) ^ 0. On continue ainsi jusqu'à la fonction f(x) 
elle-même. Le dernier nombre subtitue est une limite supé- 
rieure des racines de ?{x). 

Dans les essais, il est inutile de revenir sur les polynômes 
déjà examinés ; car si un nombre b rend positives ou nulles 
la dérivée d'ordre m — p ti celles d'ordre plus élevé, pour 
tout nombre supérieur à é, on a F^™-P>(ir) > 0. 

Pour fl,, ûj, ... on prend ordinairement des nombres 
entiers. 

Exemple. — F(x) -x^ + 7a^ — 12jc3— 58x2-f 52;c— 13, 

F'(x) =5x^+28x^—36x2— 116a:+52, 

F" (xS 
\ 2 ^ 10x^+42x2— 36x— 58, 

F"'fx) 

Y^^ =10x2+28x— 12, 



PV(x) 



= 5x+7. 



1.2.3.4 

Or, FVï(O) > 0; 

F"'(0) < 0, F"'(l) > ; 

F"(l) < 0, F"(2) > ; 

F'(2) < 0, F"'(3) > ; 

F(3) > 0. 

Donc 3 est une limite supérieure des racines de F(x). 

Remarque. - Appelons, pour un moment, limite supérieure des 
racines d'une équation F(jc) ---- un nombre L tel, que l'équation n'ait 
pas de racine plus grande que L, et limite inférieure un nombre L' tel, 
que l'équation n'ait pas de racine plus petite que L'. 

La règle de Newton pourra être énoncée et complétée ainsi : 
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Tout nombre qui substitué à x dans la suite 

F(x), r{x), r\x), ... F<"-*>W, ?^^\x\ 

donne des résultats de même signe^ est une limite supérieure des racines 
de F(x); si les résultats sont alternativement positifs et négatifs, le 
nombre substitué est une limite inférieure. 

En effet, si les nombres. 

F(a), F (a), ... F^'"-')(a), F<"')(û) 

sont positifs, on a f(a-\-h)^ pour toute valeur positive de A, et 
l'équation n'a pas de racine plus grande qne a. Si ces nombres sont 
alternativement positifs et négatifs (ou négatifs et positifs), ?(a - A) a le 
signe de f(a) pour toute valeur positive de h, et l'équation F(x) -^ n'a 
pas de racine plus petite que a. 

144. Méthode de Thibault. — Un nombre di est limite supé- 
rieure des racines de P équation F(x) - 0, si les coefficients 
et le reste de la division de F(x) par x — a sont positifs. 

Soient B,„ Bj, ... Bm_i, B^ ces coefficients et ce reste; alors 

?(x) = (X - a) (Box™-^ + B,a:-« + ... + B«_0 + B^. 

Si tous les nombres B sont positifs, on a f(x) > pour 
toute valeur de x supérieure à a. 

Remarque. — On connaît le procédé rapide pour calculer 
les nombres B (117) ; ce sont les valeurs des fonctions 

r =^ Ao, Il = AqJ^ — |- Al, Tg — ^ A(,X'~ -|- JK^x — |- A2, etc. 

pour X = a. 

Tout nombre qui rend positives les fonctions F^, F,, ... Fp 
{p <^ m), est une limite supérieure des racines de l'équation 
Fp - 0; car Fo, Fi, ... Fp sont les fonctions de Laguerre 
de Fp. 

145, Règle de Bret. - On obtient une limite supérieure des racines 
d'une équation algébrique F(x) ^^ en divisant chaque coefficient négatif 
pris positivement, par la somme des coefficients positifs qui le précèdent, 
et en ajoutant P unité à la plus grande des fractions ainsi obtenues. 

Soit, pour fixer les idées, l'équation 

A„;^+AiX^-'+A,a:™-'^— A3Ar'"-=*+...— ApX™-»'+...±A^^^ 0, (1) 

les signes des ternies étant mis en évidence. Transformons chaque terme 
positif au moyen de la formule 

X- -= (X— 1) (x"-' + X»-^ -f ... 4- 1) + 1 ; 
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en écrivant y au lieu de ^ - 1, nous obtenons 

+A,> I -\-k,y +Aj 



-A, 



+A,y 



+ ••• 



Si nous supposons j:' ^ 1, toutes les colonnes où il n'y a pas de terme 
négatif seront positives. Le terme en ^«n-3 sera positif si 



3^(Ao+A, +A2)— A3>0 ou a; > 
celui en :rm-p l'est pour 



A3 



Aq -|- Aj -\- A2 



+ 1; 



X > -, 



A,) -j" Aj -j- A.> — (- ... 



+ 1, 



le dénominateur étant égal à la somme des coefficients positifs qui 
précèdent Ap dans l'équation (1). On a donc F (x) > pour toutes les 
valeurs de x supérieures à la plus grande des quantités de la forme 

A„ 



Ao -\- Al -f- A2 -j~ '•• 



+ 1. 



Exercices et notes. 

3 5 2 

1. Transformer l'équation x^ — "ô ^^ ~^ H ^ — o ^ ^^" ""^ 

^ ^ \f 

autre à coefficients entiers. 

2. Ramener à la forme x^ -f- px -j- ^ — les équations 

AT» — 5x' + 3a: — 7 - 0, 2x^ — 7x^ + 10 - 0. 

3. Ramener l'équation 

2x^ - 25a^ h- 120a:« — 16a:« — 10a: — 16 - 

à une autre privée du troisième tenne. 

4. Trouver la condition nécessaire pour qu'on puisse faire disparaître 
les termes du 3« et du 2c degré de l'équation 

AoA^ + A,a:3 _^ Ajjc^ 4- A3A: + A^ -- G 

en diminuant toutes les racines d'une même quantité. 

5. Etant donnée l'équation * 

AoA:3 + A,x^ + A,a: + A3 - 0, 

trouver: lo l'équation aux carrés des racines; 2o l'équation aux racines 
carrées des racines. 
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6. Trouver des limites supérieures des racines des équations suivantes : 

x^ — 5x^ — 37jc» + 3jc + 39 =- 0, 

x«-f-x^ — 4jc8 — 6jc*— 700;c + 800= 0, 

x« 4- ^' + J^' + IOa:^ — lOOx^ + 1 - 0, 

x' + 8x« + 2x^ — lOx^ — 40x3 + 10a:' — 14jc — 100 - 0. 

jc^ — x^ — 9x3 + lOx*— llx + 9 - 0. 

7. Etant donnée l'équation de degré pair 

AoX^ AjX -^ A2X „. Am— iX — |— Am = U, 

OÙ Ao) Al, A2;— ;Am sont des nombres positifs, soient H le plus grand 
des rapports 

Apa— 1 
••• r « » 

Ain_4 



Al A3 


\ 


Ao Ag 


A^ 


et h le plus petit des rapports 




Ag A4 


Ae 


Al A3 


A, 



^m 



^m— 1 



L'équation aura toutes ses racines comprises entre H et A si H ]> h, 
et toutes ses racines imaginaires si H ^ h ou <^ h. 
8. Soient m un nombre impair, et l'équation 

A/rHi A /rm—i I A ^m—^ A 

OÙ Au» Al, Ag, ... sont des nombres positifs. 
Soient H le plus grand et H' le plus petit des rapports 

Al Ag A5 Am 



Aq Ao A4 Am— 1 

Soient h le plus petit des rapports 

Ag A4 Am— 1 

A"' A"' *"'Â 

L'équation n'a aucune racine supérieure à H ou inférieure à H', et elle 

h h h 

ne peut en avoir qu'une seule inférieure â — • Si H - _ ou <^ — , elle 

n'aura qu'une racine réelle. 

9. Soit l'équation F (2;) = AoO;™ + ... — ApX"-»» ... = 0, 
les coefficients Ao, Ai,..., Ap-i étant positifs. Si N désigne la plus grande 
des valeurs absolues des coefficients négatifs, une limite supérieure des 
racines est 

L .^ 1+ ^ 



Ay -T" Al -|- ... -f- A 



P-» 



- 128 - 



Il suffit d'observer que, pour jc ]> 1, 

F (x) > (Ao + Al + ... + A^d^""-^' — ApX°»-p .... 

et d'appliquer la régie de Mac-Laurin à la dernière fonction. 

10. Soit l'équation où les tennes négatifs sont mis en évidence : 

X"... — P x"-P ... — Qx«"-^ ... — Rx»"-^ ... =-- 0. 

Si n est le nombre des termes négatifs, une limite supérieure des racines 

p_ q r 

positives est le plus grand des nombres V /^P, V ^Q, r /zR, ... (95) 

On obtient aussi une limite supérieure en ajoutant les deux plus 

p _ q r 

grandes des quantités V P, V Qt r R» ... 

11. Soit L uue limite supérieure des modules des racines de l'équation 



on a 



L + 1 > 



V 



1 + 



A. 

A» 



A. 
A« 



I- ... + 



A. 



CHAPITRE VII. 

THÉORÈME DE DESCARTES. O 



RÈGLE DES SIGNES DE DeSCARTES. 

!46. Lemme de Scgncrf*). — Soit F(x) un polynôme à 
œefficients réels, ordonné suivant les puissances décroissantes 
de X, et soit a un nombre positif quelconque: le produit 
F (x) (x — a) contient un nombre impair de variations de 
plus que F (x). 

Pour mettre les variations de F {x) en évidence, nous 
représentons ce polynôme par 

AniX™ ^ ... -t A„+iX"+i — A^x" ... — ApH-,xîH-i + ApXP ... 
t At+ix<+ï — Atx* ... — AsT* . 



(•) Descartes, né à la Haye en Touraine en 1596, mort à Stockholm 
en 1650. 

(••) Segner, né à Pressbourg en 1704, mort à Halle en 1777. 
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Le premier terme est positif ; — AnJc° est le premier terme 
négatif; ApX^ est le premier terme positif après — AnX°; et 
ainsi de suite. F (x) se termine par un groupe de termes 
que Ton suppose négatifs ; ce groupe commence par — At x< . 

Auy An, Ap, ... At, A, désignent des nombres positifs ; An+i, 
Ap+i, ..., At^.l, As+i représentent des nombres positifs ou nuls. 

Effectuant le produit F (x) (x — a) on trouve 



AniX""' ... An 

-ûAfrfi 



xN-i...-At 
-ûAt+i 



rt-fl 

+ aA.x". 



x»+i... + Ap 

+ ûAp^.l 

F (x) contient une seule variation entre les termes A^x**" et 
AnX°; la partie correspondante du produit F(x) (x — a) en 
contient au moins une, car elle commence par le terme positif 
AmX*°+^ et se termine par le terme négatif — (An 4 aAn+i)x"+^ 
De même F(x) a une seule variation entre les termes en x° 
et x^, tandis que F(x) (x — a) en a au moins une dans la 
partie allant de x"+' à x^K En continuant ainsi jusqu'au 
terme — Atx*, on trouve au moins autant de variations 
dans le produit F(x) (x — à) que dans le multiplicande. Mais 
à partir de x^ F(x) ne présente plus de variation, tandis 
que le produit en a au moins une entre x*+^ et x* ; cette 
conclusion subsiste aussi dans le cas où le dernier groupe 
de F(x) est remplacé par un seul terme — Atx*. 

Il résulte de là que le produit F(x) (x — a) a au moins 
une variation de plus que F(x). 

Le premier et le dernier terme de F(x) étant de signes 
contraires, F (x) a un nombre impair de variations ; ceux de 
F (x) (x — a) étant de même signe, ce produit a un nombre 
pair de variations. Donc le second polynôme présente un 
nombre impair de variations de plus que le premier. 

Les raisonnements et les conclusions sont les mêmes lorsque 
le dernier groupe de F(x) est composé de termes positifs. 

147. Règle des signes de Descartes. — Le nombre des 
racines positives dune équation algébrique à œefficients réels 
ne surpasse pas le nombre des variations de son premier 
membre ; quand il est moindre, la différence est paire. 

Soient û„ Aj» - û,, toutes les racines positives, distinctes ou 
non, de l'équation F(x) = 0; on peut écrire 

F(x) = (X — a,) (x — ûg) ... (X — flp)/(x), 
Neuberg. - Algèbre. 9 
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f{x) étant une constante ou une fonction entière qui n'admet 
pas de racine positive. Dans le premier cas, la proposition se 
vérifie immédiatement, le développement du- produit (x— fl,)... 
(x— ûp) ayant p variations. Dans le second cas, f(x) dont le 
premier terme peut être supposé positif se termine par un 
terme positif; sans quoi Téquation f(x)^Q aurait au moins 
une racine positive (127). Le nombre des variations de/(x) 
est donc nul ou pair; désignons-le par 2k. Si on multiplie 
f(x) par X — fli, il augmente d'un nombre impair 2A, -f- 1 » 
si on multiplie le résultat par x - ûg, il augmente de nouveau 
d'un nombre impair 2k^ -\- \\ et ainsi de suite. Donc le 
nombre des variations de f(x) est 

i' = 2A + (2A, + 1) + (2A. + 1) + .. + (2*p + 1) 
= 2(* + *, + ...+*p)+/;. 

Les nombres A, *i, . . . k^ étant positifs ou nuls, on a 

p^v, v — p^ 2A, 

h étant positif ou nul. 

148. Corollaire. I. — Le nombre des racines négatives dune 
équation ne surpasse pas le nombre des variations de la 
transformée en ( — x) ; s^il est moindre, la différence est paire. 

Car les racines négatives de f{x) = correspondent aux 
racines positives de la transformée, et inversement. 

149. Corollaire II. — Quand une équation a toutes ses 
racines réelles, le nombre des racines positives est égal au 
nombre de ses variations, et celui des racines négatives est 
égal au nombre des variations de la transformée en ( — x). 

Soient : m le degré de l'équation f{x) -= ; 
p le nombre des racines positives ; 
/i » » négatives; 

V » des variations de f{x)\ 

V i> » de F(— x). 

Observons d'abord que la somme v + v' nt surpasse pas 
le degré de l'équation. En effet, si le polynôme F(x) est 
complet, il renferme m \ \ termes ; par suite, le nombre 
des variations et celui des permanences de F(x) ont pour 
somme m. Mais le changement de x en — x transforme 
les variations en permanences et réciproquement; car de 
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deux termes consécutifs, un seul change de signe. Donc, si 
l'équation est complète, v + 1/ = m. D'un autre côté, si Ton 
supprime des termes de F(jc), vetv^ pourront bien diminuer, 
mais n'augmenteront pas. Donc 

v+ ]/ <,m. (1) 

En vertu du théorème de Descartes, 

p^v, n^V, d'où p + /z < V ^v' (2) 

et à cause de (1), /? + /î ^ /w. Comme toutes les racines 

sont réelles, on a /? f /î — /w, ce qui exclut le signe < des 
relations (2) ; donc 

p = Vf n=]ff V -{:]f = m. 

150. Corollaire III. — Toute équation qui ne présente 
qu'une variation, a une racine positive et une seule. 

Cette proposition, déjà démontrée (142), résulte aussi du 
théorème de Descartes. On voit maintenant que la racine 
positive est simple. 

151. Exemples. — I. Soit l'équation 

x« + 4x^ — Qjc^ — 7x3 ^ 8x* — 4x — 3 - 0. 

Comme elle présente trois variations, elle a trois racines 
positives ou une seule. Il est inutile de chercher la trans- 
formée en — jc: l'équation étant complète, on a (149) 
V -\- ]^ = m] donc i^' — 3 et les racines négatives sont au 
nombre de 3 ou 1. 

U. X** — 4x^ — tx^ + 2x + 1 -= 0. 

Dans cette équation incomplète, v = 2, i/* = 2, d'où 
/? ^ 2, /z ^ 2 ; par suite l'équation a au moins quatre racines 
imaginaires. 

Remarque. — Dans les équations incomplètes, on a 
généralement v + v' < m^ et qui entraine l'existence d'au 
moins m — {v -\- v') racines imaginaires. 

Symptômes d'imaqinarité. 

152. Règle de Sturm. - (Genève 1803-Paris 1857). Si la multiplica- 
tion de F(x) pcw X ~ a, a étant positif, introduit 2k 4- 1 variations, 
Inéquation F(x) = a au moins 2 k racines imaginaires. 
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Soient: v le nombre des variations de F{jic); v' celui de F ( - a?) ; /? 
le nombre des racines positives de F (x*) ; n celui des racines négatives ; 
enfin, m le degré de F (x). 

Posons {x - a) F [x) ■:£ q? (./•). L'équation (p (x) = 2i p + 1 radnes 

positives, n radnes négatives, v + 2k ■}- \ variations ; donc <P {- x) a, 
au plus, {m + \) - (v + 2k -\- 1) variations: ainsi 

n ^ m — (v -\- 2k\ p ^ V. 

Il en résulte 

n -\- p ^ m — 2k] 
le nombre des racines imaginaires est donc au moins égal à 2k, 

Remarque. - Semblablement, si la multiplication de F (x) par x + ^i 
fait perdre 2k variations (*), Péquaiion F (x) =0 a, au moins^ 2k racines 
imaginaires. 

En effet, l'équation (x H- a) F (jr) = a /; radnes positives, n -f 1 
radnes négatives, v -2k variations. On en conclut 

p ^ V — 2k] 
et comme n ^ v\ 

p + n <^v fi/ — 2*. 

D'ailleurs, v -\- v' <C^ m; donc à plus forte raison 

p -{- n ^ m — 2k, 

Donc l'équation F (or) = a au moins 2k racines imaginaires. 

153. Théorème. - Le nombre des racines imaginaires d^ une équation 
incomplète est au moins égal à la somme des nombres de racines imagi- 
naires de toutes les équations binômes qu*on obtient en égalant à zéro 
chaque groupe de deux termes consécutifs de C équation proposée. 

Considérons l'équation ordonnée {m > p > q,„) 

Ax"^ + BxP 4- Cx^ f- ... + Hx"^ + K;c" + L = 0. (1) 

Soient v^^ v^, . . l'j, les nombres des variations des groupes 

Aa:"^ + Bx\ Bx»' i- Cjc^, . . , Kx« + L, (2) 

et v'^, v\f ..., v\ ces nombres quand on change .^ en - x; ces nombres 
sont égaux à 1 ou à 0. On a 

v+V = ( i', + r, + ... + Kh ) + (V, + 1/-, + ... + i/h ). 



(•) Les nombres des variations de F (x) et (x f a) F (x) sont de même 
parité, parce que les derniers termes de ces polynômes ont le même signe. 
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D'autre part, l'équation A^™ + RrP = ayant p radnes nulles, v^ 

racines positives (*) et v\ racines négatives, 2im-p-{y^-\-v'^ racines 

imaginaires; de même, les autres équations obtenues en égalant à zéro 
les binômes (2) ont respectivement 

p — q—iy^-^- l/g), ... S — (i'h + l^h ) 
racines imaginaires. Le nombre total de ces racines est donc 

m — p — {y, + ï^i)+/'— ^~(l^2 + ^''2)+...+5— (^'h+ i^h) 

Mais l'équation F (.i?) = 0, ayant au plus v -{- v* racines réelles, a au 
moins m - {y -\- v') racines imaginaires. Le théorème est donc démontré. 

154. Théorème des lacunes. - 5'// manque an terme entre deux 
termes de même signe, ou sUl manque plus d'un terme entre deux termes 
de signes quelconques, l'équation a nécessairement des racines imaginaires. 

Soit l'équation 

Ax^+ ... + Ox«+^ + Hx» + ... =-- 0. (1) 

où O et H ont le même signe. L'équation Qx^ -f H = ayant deux 
radnes imaginaires, l'équation (1) en a au moins deux (153). 
Soit encore l'équation 

Ax^ + ... + Qx«+P + Hx° + ... - 0, où ;; > 2. (2) 

Si ;? = 2^ -h 1, l'équation Ga?P -f H = a une seule racine réelle et, 
par suite, 2q racines imaginaires ; donc l'équation (2) a au moins 2q 
racines imaginaires. Si p — 2q, on voit, de la même manière, que 
l'équation (2) a, au moins, 2q ou 2^-2 radnes imaginaires, suivant que 
O et H sont de même signe ou de signes contraires. 

155. Théorème de De Gua (Carcasonne 1719 - Paris 1785). - Quand 
une équation a toutes ses racines réelles, le carré d*un coefficient 
quelconque surpasse le produit des deux coefficients voisins. 

Considérons quatre termes consécutifs de l'équation F (x) = : 

ApX«"-P + Ap+ixm-p-i + Ap-H2JC"-P-2 + Ap^3jc™-P-3. 
Trois termes consécutifs du produit f(x) (x - a) sont 

x^-P-2. 



Ap+1 


je"--? + Ap+2 


xm-p-x ^ Ap+3 


— aAp 


— aAp+, 


ûAp4.2 



Si l'on choisit a de manière à faire disparaître le terme en x^-v-\, 
les coefficients de x^-v et de j7tn-p-2 seront 

A*p-t-i — ApAp.f2 Ap-2 — Ap-t-|Ap^-3 

Ap+1 ' Ap-i-1 



(•) Une seule racine positive si l'i = 1, et pas de racines positive si l'i = 0. 
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Toutes les racines de F{x) = étant réelles, les coefficients de x^^-p 
et de a7n»-p-2 doivent être de signes contraires si le terme intermédiaire 
manque (154); donc les binômes 

AVi — ApAp^2, AV2 — Ap+iAp-f3 (1) 

et tous ceux de la même forme ont un signe commun. Or, les trois 
premiers termes du produit F(jc) (x-a) sont 



AaX"+' + A, 

— aAo 



;f"-f Ag 
— aAi 



•m-l . 



si l'on pose A^ - aA^ == 0, les coefficients voisins deviennent 



Al AqAj 



A ' 

comme ils sont de signes contraires (on suppose A^ > 0), le binôme 
AJ - A^jAg est positif, et il en est de même des binômes (1). 
On conclut de là 

Al > AyA^, As > Al A3, ... Ap-j-i ,> ApAp-|-2; 

Remarque. - La réciproque du théorème de De Qua n'est pas 
exacte : l'équation A^^.r^ -j- A^x -\- A^ = 0, par exemple, a des racines 

imaginaires si Aj > A0A2 et <. 4A0A2. 

156. Corollaires. - I. 5/ le carré d'un coefficient est ^al ou inférieur 
au produit des deux coefficients voisins, l'équation a des racines imaginaires. 

En particulier, une équation a des racines imaginaires : Jo si trois 
coefficients consécutifs sont en progression par quotient ; 2^ si deux 
coefficients ^ux sont séparés par un coefficient ayant une valeur 
absolue égale ou inférieure. 

II. Si quatre coefficients consécutifs Ap, Ap-|-i, Ap-1-2, Ap+a vérifient 
la relation 

(Ap+, Ap+2 - ApAp+3)^ - 4(A*+., - ApAp4.2) (Ai_^2 - Ap^, Ap f 3)^0. 

V équation a des racines imaginaires. 

Appliquons le corollaire précédent à l'équation F(.x) (pc — a) = 0, 
a désignant un nombre réel. Trois coefficients consécutifs étant 

Ap-i 1 — flAp. Api-2 — flAp4_i , Ap-^3 — flAp^_2, 

l'équation a des racines imaginaires si le carré du coefficient moyen est 
égal au produit des deux autres, c'est-à-dire si l'équation 

(Ap+2 — aAp4-i)* — (Ap_i — aAp) (Ap4_3 — ûAp+i) = 0. (1) 

est vérifiée par une valeur réelle de a. En exprimant cette condition on 
trouve le critérium énoncé ci-dessus. 

La valeur de a peut être 1 ; on a alors 

(Ap 1-2 — Ap^_,)'^ = (Ap+1 — Ap) ( Ap 1.3 — Ap+2). (2) 
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La. relation (2) est vérifiée si 

Ap4-2 — Ap^i = Ap^>i — Ap = Ap-i-3 — Ap4.2; 

donc, une équation a des racines imaginaires si quatre coefficients 
consécutifs sont en progression arithmétique. 

Exercices et notes. 

1. Soient x^, x^, ... x^ des nombres réels quelconques, et Sp la somme 
de leurs produits p ^ p. Démontrer que (165) 

2. Le nombre des racines de F(a?) = qui sont supérieures à un 
nombre donné a, ne peut surpasser le nombre des variations de la suite 

F(c), F(û), F\à), ..., F(")(û) 

m étant le degré de f(x) ; quand il est moindre, la différence est paire. 
Appliquer le théorème de Descartes à l'équation F{a -f j;) = 0. 

3. Si toutes les racines de f(x) = sont réelles, le nombre des racines 
comprises entre a et ^ est égal à l'excès du nombre des variations de la 
suite 

F(û), f\a), r\a), ..., F(»)(fl) 

sur celui des variations de la suite 

f{b), F{b), F'ib), ..., F(""(6). 

Appliquer la proposition (149) aux équations F(a H-j) = 0, F(b-\-y) = 0, 

4. Le nombre des racines de F(jc) = qui sont comprises entre a et b, 

est au plus égal au nombre des variations de l'équation F ( ^ . J = 

ordonnée par rapport à y. 

X — a 
On cherche la transformée qui correspond k y = -j—^ — » et l'on ap)- 

plique le théorème de Descartes. 

5. Si <p (x) est une fonction entière au plus de degré /n - 3, ou une 
fonction entière de degré /n - 2 et commençant par un terme positif, 

l'équation (x - a)^ + (p (a?) = a des racines imaginaires. 

6. Pour obtenir un symptôme d'imaginarité, on exprime que deux 
termes consécutifs du produit F(^') (x"^ -\- px -\- q) disparaissent et que 
les valeurs correspondantes de p, q vérifient la relation p^ - ^q'^ 0. On 
retrouve ainsi le théorème (166, 2o). 

Si le multiplicateur est iz?* - 1, ^* - a? - 1, a?* + 2û? + 1, on voit 
que l'équation F(a7) == a des racines imaginaires quand quatre coeffi- 
cients consécutifs sont 

a» A a, ^ ; /? — a, a, )8, ^8 + a; 
- (2« 4- P\ a, )S, - (a 4- 2)8). 
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7. Si cinq coefficients consécutifs A, B, C, D, E sont tels, que 

BD > 0, (BC - AD) (CD - BE) >0, 

l'équation a des racines imaginaires. 
Le produit F{x) (jc* - y*) présente alors une lacune favorable. 

8. Soient F{x) — une équation algébrique de degré m, a un nombre 
positif quelconque, et (116, 117) 

^^""^ - BoJc-- + B,x-- + . . . + B,_. + -^ . (1) 



Le nombre des racines de F(ji:) = qui sont plus grandes que a, est 
au plus égal au nombre des variations de la suite 

Bo, B„ Bg, ..., Bm-i, Bmi (2) 

quand il est moindre, la différence est paire. 

Cette proposition peut être démentrée comme le théorème de Descartes. 
Le produit du second membre de (1) par (jc - b) est 



B„Jf» -f B, 



A, ... -|- Um— 1 



x + B. 

— *Bm_i 



'm 



— {b — a) -^ 



ou CoX" + Q^-' + . .. + C„ + ^ï!±2- • U suite 

^0» ^1; ^2f ••• ; ^^-m» ^in-|-1 

présente un nombre impair de variations de plus que la suite (2). 
Q. Si toutes les racines de l'équation F(x) = sont réelles, l'équation 

[FP^x)]^ ^ pp-^)(x)FCP+^)(x) = 

n'a que des racines imaginaires. 

En effet, toutes les racines de F(a -i- y) = étant réelles, il n'existe 
pas de valeur réelle de a telle, que le carré de l'un des coefficients de 
cette équation soit égal au carré du produit des coefficients voisins. 

CHAPITRE VIII. 

RECHERCHE DES RACINES COMMENSURABLES. 



Conditions auxquelles satisfait une racine entière. 



157. Théorème. — Pour qu'un nombre entier soit racine 
(Tune équation à coefficients entiers^ il faut et il suffit : 
quHl divise le dernier terme ; qu'il divise le quotient de cette 
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division augmenté du œefficient dex ; qu'il divise le quotient 
de la seconde division augmenté du coefficient de xS et 
ainsi de suite; enfin que le quotient de la me division 
augmenté du coefficient de x*" donne pour somme zéro. 

Si rentier a est racine de Téquation à coefficients entiers 

F (X) = Aoxm + A.xm-* ^- ,.^ Arn-^X + A™ = 0, (1) 

le quotient de la division de F (x) par x — a est un poly- 
nôme à coefficients entiers, que nous représentons par 

f{x) = Box™-^ f B, x^-- + . . . 4 Bn,_,x + B„,_,. 

En identifiant F (x) avec le produit {x-a)f{x) on obtient 

Bo — Ao, B, — Boû = A„ B2 — Bj fl = A2, 

Tirons de là les valeurs de — Bm_i, — Bm_,,... en remontant 
la suite de ces égalités ; il vient 

p _ A|p Q Pm— 1 1 Am_i 

p Pm— > H~ Am_g Q P, -|- A] 

De plus, — Bo 4 Ao = 0. Ces relations démontrent le 
thérorème. 

Recherche des racines entières. 

158. Pour déterminer les racines entières de F(x) = 0, on 
cherche une limite supérieure L des racines positives, et 
une limite supérieure L' des racines positives de la transformée 
en — x; puis on forme tous les diviseurs du dernier terme 
de F (x), compris entre — L' et L On rejette ceux de ces 
diviseurs qui ne satisfont pas à toutes les conditions 
indiquées ci-dessus. L'exemple suivant montre suffisamment 
la marche à suivre. 

Application. - 4x* — x« — Sôx^ -\- 57x + 36 = 0. (1) 
Ecrivons 

x^ (4x2 _ ;^ _ 56) f (57;t: _| 36) -= 0, 

et observons que le trinôme 4x* — x — 56 reste positif à 
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partir de sa plus grande racine qui est -g- ( 1 + 1897 ), ce 

conduit à poser L = 4. La règle de Lagrange, appliquée à 
la transformée en — x, donne L' -- 5. 
Les diviseurs de 36 compris entre — 5 et 4 sont 

-4, -3, -2, -1, 1, 2, 3. 

On voit facilement que 1 et — 1 sont à exclure. Pour 
essayer les autres diviseurs, nous adoptons la disposition 
suivante : 

(a) 4 —1 —56 

(b) —4 —11 



» 



57 


36 




23 


12 


3 


9 


4 


3 


» 


6 


2 


» 


6 


2 


» 


4 


—3 


-5 


3 


—4 



(r) 4 

On écrit sur la première ligne les coeffients de Téquation. 
Pour essayer le diviseur 3, on divise 36 par 3 et Ton écrit 
le quotient 12 sous le nombre 36; on ajoute ce quotient au 
nombre placé à gauche dans la première ligne, on divise la 
somme par 3 et Ton écrit le quotient sous le nombre 57; 
et ainsi de suite. Comme on obtient ainsi des nombres 
entiers et finalement zéro, 3 est racine et les coefficients du 
quotient du premier membre de Téquation divisé par x— 3 
sont les nombres {b) changés de signe. Les essais suivants se 
feront maintenant avec les nombres (b). Il faut d'abord 
examiner si 3 n'est pas racine multiple ; la troisième division 
donnant un quotient fractionnaire, on passe à un autre 
diviseur. Une seconde racine est — 4; les nombres corres- 
pondants (c) sont les coefficients du quotient du polynôme (1) 
divisé par (jc — 3) (x + 4). L'équation proposée est donc 

(X— 3) (x + 4) (4x« — 5a: — 3) = 0; 
ellea deux racines incommensurables, égales à -ô-( 5 i: )/73 ). 

159. Règle d'exclusion. On réduit quelquefois le nombre 
des essais à faire, en s'appuyant sur le principe suivant: 

Si a est racine entière (Tune équation F (x) =- 0, d œeffi- 
cients entiers, 2i — 1 divise F (1) ^/ a + 1 divise F ( — ). 
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En effet, si a est racine, on a 

F(x) == (x-a)f{xl 

f{x) étant un polynôme à coefficients entiers; par suite, 

F(l) = (l-a)/(l), F(-l) = -(l+a)/(-l), 

en sorte que F (1) est divisible par 1 ^ a, et F( — 1) par 
1 + a. 

On calculera donc F (1) et F(— 1), et Ton exclura les 
diviseurs du dernier terme de F (x) qui, diminués de 1, ne 
divisent pas F (1), ou qui, augmentés de 1, ne divisent 
pas F (— 1). 

Exemple. F (jc) = jc^ — Ux^ — 45 a: + 12600 == 0. 

On trouvera L = 45, U = 17. Les diviseurs de 12600 
compris entre — 17 et 45 sont 

± 1, } 2, ± 3, i: 4, i 5, ± 6, ± 7, d: 8, ±% ^ 10, à- 12, 
^. 14, ± 15, 18, 20, 21, 24, 25, 28, 30, 35, 36. 40, 42. 

La substitution de -f 1 et de — 1 dans F (x) donne 

F(+ 1) - 12512 ^ 2\ 17.23, F(— 1) = 12600 =- 2^3^5-.7. 

La règle d'exclusion écarte les diviseurs autres que 

2, 3, 5, 9, 21, 35, - 3, — 7, — 15. 

En appliquant à ceux-ci la méthode du § 158, on trouve 

x^ — 44x2 — 45x + 12600 = (x — 24) (x — 35) (x + 15). 

Recherche des racines fractionnaires. 

1 60. Théorème. — Si la fraction irréductible t- est racine 
de V équation à coefficients entiers 

AoX™ + AiX"-^ + ... + Am-, x+ Am - 0, 

le numérateur a divise A^, le dénominateur b divise Aq. 

Remplaçons x par -r- et chassons ensuite les dénomina- 
teurs; il vient 

Aoû"^ + Aiû™-^* + ... 4 km~Aab^-' + kj)"^ - ; 

d'oii Aoa™= — b(A,a"'-' + A,a»"-2A + ... + A„6"-0, 
A„*™ û[(Aoa™-^ + A,a"-2* + ... + Am_, ô»"-»). 
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On voit que b divise Aoû" et que a divise kjf\ donc, 
puisque a et * sont premiers entre eux, b est diviseur de Ao, 
et a diviseur de A^. 

161. Corollaire. — Une équation à coefficients entiers ^ dans 
laquelle le coefficient du premier terme est Vunité, n^a 
aucune racine fractionnaire. 

Car le dénominateur d'une telle racine doit diviser Ao, 
qui est supposé égal à 1. 

162. Remarque. — On peut toujours ramener la recherche 
des racines fractionnaires à celles des racines entières. 

Soit F (x) =- une équation à coefficients entiers. Si le 
premier coefficient est égal à l'unité, l'équation n'a aucune 
racine fractionnaire (161). Si ce coefficient est différent de 
l'unité, on transforme l'équation en une autre dont le premier 
coefficient est l'unité, en multipliant les racines par un 
nombre convenablement choisi k. Il suffit de chercher les 
racines entières de la nouvelle équation et de les diviser 
par k pour avoir toutes les racines commensurables de 
F (jc) - 0. 

Exemple. — \2x^ — 8x-* — 2^ + 5x + 6 = 0. (1) 

On trouve facilement (142) L = 2, L' = 2. Les seuls 
nombres entiers qui puissent être racines sont donc + 1 et — 1. 
Comme F(l) -=- — 6, F( — 1) = 0, nous divisons F(x) par 
X + 1, ce qui nous conduit à résoudre l'équation 

\2j^ — 20a:2 _ ;^ _^ 6 = 0. 

Celle-ci n'admettant plus la racine x = — 1, nous la trans- 
formons en une autre ayant pour premier coefficient l'unité. 
En multipliant les racines par 6, on trouve 

x^ __ iO;c2 _ 3x + 108 - 0. 

La règle énoncée ci- dessus (158) donne pour racines 

12 3 
— 3, 4, 9; les racines de (1) sont donc — 1, — -x, -tz^ -x- 
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Exercices et notes. 

1. Résoudre les équations 

X« — X' — 6x^ — x''+X+6=-0. Racines: 1, — 1,- 2,3, 1 | ( -1). 

2x^ — 12x« + 13x +15-0. {X ^ 3). 

X-' ~ 6x* — 5x^ + 58x2 — 144 - 0. (Racines : 3, — 2). 

15x^ + 16x«-46x2-5x + 6 -- 0. ( Racines : i, _?. Y 

8x«-38x^+57x^-60x^ + 52x«-22x + 3 0.(^ Racines: 1, %2û) 

2. Une équation F{x) = 0, à coefficients entiers, n'a pas de racine 
entière, si le produit 

F{a)F{a + 1) F(a +2) ... F(a + n ^ 1), 

où a désigne un nombre entier quelconque, n'est pas divisible par n. 

Si ce produit est divisible par n^', k est une limite supérieure du 
nombre des racines entières de F(.r) - 0. ^DE montebello.) 

3. Soit -r une fraction irréductible, racine de l'équation f(x) = 0, à 
coefficients entiers. Démontrer que les coefficients du quotient deF(a7) divisé 
par X - -r sont entiers et divisibles par b. 

En effet, si l'on divise F (x) par bx-a, les coefficients du quotient 
f(x) sont entiers ou des fractions dont les dénominateurs ne renferment 
pas d'autres facteurs premiers que ceux de ^; si l'on effectue la même 
division en ordonnant suivant les exposants croissants de x, les coeffi- 
cients du quotient sont entiers ou leurs dénominateurs ne renferment pas 
d'autres facteurs premiers que ceux de a. Le quotient étant le même dans 
les deux cas, ses coefficient sont entiers, or, on peut écrire 

F (X) =-- b/ix) (^x - ^'] ... 

4. Trouver les racines rationnelles des équations 

x^ — 3pqx + /?^ + ç' - 0, 

x" ~-{p' -{- pq f q')x -I pq^ + pq' - 0, 

jc-^ — (a + bfx'' + a*(2a^ + ab \- 2b')x — 2à'b' - 0. 

a 

5. Si la fraction irréductible -r- est racine de l'équation F (X) ^ 

à coefficients entiers, b-a divise F (1), t\b -\- a divise F(- 1). 

6. Si l'un des nombres F(l), F(-l) est impair, l'équation F (jf)0 n'a pas 
de racine impaire. 

7. Trouver les facteurs commensurables du second degré de F (x). 
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On divise F (.f) par .r* -{- px -\-g,ct qui donne un reste du premier 
degré Rol- 4- S. On pose R = 0, S = et l'on élimine p ou g entre ces 
égalités; on cherche les racines commensurables de l'équation ainsi 
obtenue, etc. 

Autrement. Si l'équation admet la racine a -{- ^ b, aei b étant ra- 
tionnels, on décompose l'égalité F (a -\ ] b) - en deux autres: 

F(a) I ^F'(a) | ^F'^ia) +...--0,r(a) + jf'\a)^...=0, 

et l'on élimine entre celles-ci soit a, soit b, etc. 

8. Etant donnée une fonction entière à coefficients entiers, trouver les 
facteurs de la forme .rP - a, a étant commensurable. 

On met l'équation sous la forme 

9o (x^) -(- x<p,{x^) + ... + x^Vp-i(^) - 0, 
To 9^1» ••• désignant des fonctions entières; les équations 

<Po(z) - 0, <p,(z) = 0, . . . , <p^,{z) = 
devront avoir une racine rationnelle commune a. 



CHAPITRE IX. 

DES SOLUTIONS COMMUNES A DEUXÉQUATIONS. 



Plus grand commun diviseur de deux polynômes. 

163. Préliminaires. — Soient A, B,... des polynômes entiers 
en X. 

On dit que C divise A lorsqu'il existe un polynôme entier 
Q quif multiplié par C, reproduit identiquement A. 

Si C divise A, // en est de même du produit de C par un 

facteur h indépendant de x. Car l'égalité A — CQ donne 

A - AC X -p, et T- est un polynôme entier en x. 

Dans la suite, nous ne regarderons pas comme différents 
deux diviseurs Q AC qui ne différent que par un facteur 
indépendant de x. 
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Si C divise A, il divise aussi le produit AB, B étant une 
fonction entière de x ou une quantité indépendante de x. Car 
si A ---- CQ, on a AB ^ C x BQ, et BQ est une fonction 
entière. 

Tout diviseur C de k et ^ divise AA' + BB', A' et B' 
désignant des fonctions entières de x ou des quantités 
indépendantes de x. Car, si A — CP et B -- CQ, on a 

AA' + BB' - C(A'P 4 B'Q), 

et A'P + B'Q est une fonction entière de jc. 

Un polynôme entier en x est dit premier quand il n'est 
divisible que par lui-même (multiplié par un facteur numé- 
rique si Ton veut) ou par des facteurs indépendants de x. 
Si l'on admet le théorème de D'Alembert, les seuls polynômes 
premiers sont ceux du premier degré. La théorie de la 
divisibilité algébrique, telle que nous l'exposons ici, est 
indépendante de ce théorème. 

Deux fonctions entières de x sont dites premières entre 
elles quand elles n'ont aucun diviseur commun en x. 

164. Règle da plas grand comman diviseur. — On appelle 
plus grand commun diviseur (p. g. c. d.) de deux polynômes 
entiers en x, le polynôme entier de degré le plus élevé qui 
divise à la fois ces deux polynômes. 

Soient A et B deux fonctions entières de oc, de degrés m 
et n respectivement; nous supposons m supérieur ou égal à n. 

Si B divise A, B est le plus grand commun diviseur de A et B. 
En effet, il n'existe pas de polynôme de degré supérieur à /?, 
divisant à la fois A et B, et tout polynôme B' de degré n 
qui divise à la fois A et B ne diffère de B que par un facteur 
constant, le quotient de B par B' étant indépendant de x. 

Si B ne divise pas exactement A, soient Q le quotient et 
Ri le reste de la division de A par B, de sorte que 

A - BQ -h R,. 

A et B ont les mêmes diviseurs communs que B et Ri ; 
car tout polynôme qui divise A et B divise A — BQ ou R,, 
et tout diviseur de B et de R, divise BQ + R, ou A. 

R, étant de degré moindre que B, divisons B par Ri ; soit R* 
le reste. Si R; contient oc, cherchons le reste Rj de la division 
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de R, par Rj, puis le reste R^ de la division de R^ par R3, et 
ainsi de suite. Les degrés des restes successifs allant en 
diminuant, on arrive à un reste Rp indépendant de x. 

Il peut se présenter deux cas : 

lo Rp - 0. A et B, d'après ce qu'on a vu, ont les mêmes 
diviseurs communs que B et Ri ; ceux-ci, pour la même 
raison, ont les mêmes diviseurs que R, et Rg ; et ainsi de 
suite. Les diviseurs communs de A et de B sont donc les 
mêmes que ceux de Rp_2 et de Rp_,. Mais Rp_i est le poly- 
nôme de degré le plus élevé qui divise à la fois Rp_j et Rp_i ; 
c'est donc aussi le p. g. c. d. de A et B. 

2o Rp n'est pas nul. Tout diviseur de A et de B doit 
diviser Rp_i et Rp ; Rp_, et Rp n'ayant pas de diviseur commun 
en X, les polynômes A et B sont premiers entre eux. 

On conclut de cette théorie la règle suivante : 

Etant donnés deux polynômes A et B, on divise A par B, 
B par le reste Ri de cette division, R, par le reste Rj de la 
deuxième division, et ainsi de suite. Jusqu'à ce qu'on arrive 
à un reste nul ou à un reste indépendant de x. Dcms te 
premier cas, k et ^ admettent un p. g, c, d, qui est le 
diviseur employé dans la dernière division ; dans le second 
cas, A et B sont premiers entre eux. 

Voici des remarques qui simplifient les calculs: 

lo Pour éviter les coefficients fractionnaires, si le premier 
terme d'un dividende partiel n'est pas exactement divisible 
par le premier terme du diviseur, on peut multiplier tous 
les coefficients de ce dividende par un nombre convena- 
blement choisi. 

2o Si tous les coefficients d'un diviseur sont divisibles par 
un même nombre, on peut les diviser par ce nombre. 

En effet, A et B ont les mêmes diviseurs communs que 
deux restes consécutifs Rk et Rkfi, ou les mêmes que aRkCt 

Rk-Hi ou que Rk et —y-!, pourvu que a et /^ soient indé- 
pendants de X, 

165. Exemple. - A - 2^^ + x^ — Ix^ + jc^ + 6x — 5, 

B = 2x^ + x^ — 13x* — 4x + 20. 
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Voici le tableau des calculs : 

2r'4-x^— 7jc^ + x« +6x — 5 
6x«+5x" — 14jc— 5 
2x^ -i- x3 — 13x»— 4x + 20 
(*) tx' + 3jc3 — 39x*— 12x + 60 
— 2x3— 25x"— 7x ^ 50 
O — tx" — 75x*— 21x + 180 
— 70JC*— 35x + 175 
02x' + X — 5 
6x3 4- 5x^— i4x— 5 
2x* + X — 5 



2x^ + x3 — lax* — 4X + 20 

6x3 _|_ 5;^» _ 14;^ _ 5 
x,-l 



2x* + X — 5 



3x + 1 



La troisième division se faisant exactement, le p. g. c. d. 
des polynômes proposés est 2x* + x — 5. 

166. Propriétés da plas grand comman diviseur. 

lo Les quotients A' et B' de deux polynômes A et B par 
leur p. g. c, d. D sont des polynômes premiers entre eux. 

Car s'ils avaient un facteur commun D', on aurait 

A = A'D - A"DD', B = B'D -^ B"DD' ; 

A" et B" étant des fonctions entières, A et B auraient un 
diviseur commun DD', d'un degré plus élevé que D. 

2o Quand on multiplie ou divise deux polynômes k et B 
par un même polynôme C, leur p. g, c, d, est multiplié ou 
divisé par C. 

Soient Q le quotient et R le reste de la division de A 
par B ; nous aurons A == BQ + R, et en multipliant par C : 

AC = BC . Q + RC 

RC est d'un degré inférieur à celui de BC ; donc, si l'on 
multiplie deux polynômes par un même troisième, le 



(•) On multiplie le premier dividende et le dividende de la seconde 
division par 3 ; le reste est divisé par - 35. Le quotient de cette divi- 
sion n'est pas X - 1, mais -^ x - ■^' 



NEUBERO. - Algèbre. 
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quotient de leur division ne change pas et le reste est 
multiplié par le troisième polynôme. 

Cela posé, soit 

la suite des polynômes que Ton rencontre dans la recherche 
du p. g. c. d. de A et B. Le p. g., c. d. de AC et BC con- 
duit à la suite 

/\v-#, Dv^, r\|V-», i\2V^; ••• ; *^p *^; Kp^iv-». 

Par hypothèse, Rp_, est divisible par Rp_i ; donc Rp_«C 
est divisible par Rp_-iC Par conséquent, Rp__iC est le p. g. c. d. 
de AC et BC; il est égal au produit par C du p. g. c. d. 
de A et B. 

La démonstration est analogue quand on divise A et B 
par un facteur commun C. 

30 Tout polynôme qui divise A et B, divise leur p, g, c. d. 
Car les diviseurs de A et de B divisent les restes Ri, R*, ... 

167. Théorème. — Si un polynôme entier C divise le 
produit de deux polynômes entiers k et ^ et s^il est premier 
avec Pun des facteurs ^ il divise P autre facteur. 

Soit A, C, Ri, Rj, . . . , Rp—i, Rp 

la suite des polynômes que Ton rencontre dans la recherche 
du p. g. c. d. de A et C. A et C étant premiers entre eux, 
le dernier reste Rp est indépendant de x et différent de zéro. 

Si Ton applique le procédé du p. g. c. d. aux produits 
AB, CB, on obtient la suite 

AB, CB, RiB, RoB, ..., Rp_iB, RpB. 

On en conclut que le p. g. c. d. de AB et CB est RpB, 
ou simplement B : car Rp_,B est divisible par RpB. Mais C 
divise, par hypothèse, AB ; il divise aussi CB ; donc il divise 
également leur p. g. c. d. B. 

168. Théorème. — Si une fonction première divise un 
produit de plusieurs fonctions entières, elle divise néces- 
sairement l'un des facteurs. 
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169. Théorème. — Tout polynôme entier en x n^est déœm- 
posable qu'un seul produit de polynômes premiers. 

Corollaire. — I. Pour qiiun polynôme entier en x soit 
divisible par un autre polynôme entier en x, il faut et il 
suffit qu'il contienne tous les facteurs premiers de cet autre, 
chacun au moins le même nombre de fois. 

II. Le p. g, c, d, de deux fonctions entières de x est égal 
au produit de leurs facteurs premiers communs, chacun de 
ces facteurs étant pris avec le plus petit exposant qu'il porte 
dans l'une ou V autre fonction, 

La démonstration des dernières propositions se fait comme 
celles des propositions analogues en arithmétique. 

170. Théorème. — Si Von désigne par Ri, R2, ... , Rk..-f 
les restes successifs obtenus dans la recherche du p, g. c. d. 
de deux polynômes A et B, de degrés m etn respectivement^ 
on a 

R. = AU + BV„ 

Uk et Vk désignant des polynômes entiers en x dont les 
degrés sont respectivement égaux an — n^-i, m — nk_i, 5/ 
ni désigne le degré de Ri. 

En effet, on a identiquement 

A = BQ + Ri, B = RiQi + R^, R^ = R^Q. + R3, 
... , Kk_s = Kic_iWk_i "T Kk, etc. 

La première de ces identités donne 

R, ^ A - BQ = AU| + BV„ 

après avoir poséU, -- 1, Vj = — Q. Le degré de Ui est 
égal 2i n — n, celui de Vi à m — /i. On a ensuite 

R, ^ B - RiQi _ B - (A - BQ)Qi -^ AU, + BV„ 

où U2 = — Qi, Vg = 1 + QQj. Le degré de Uj est égal à 
n — /^i, celui de Vg à (m — /i) + (/z — /2,) = m — /î,. 

La loi se vérifie donc pour R, (*) et Rg. Supposons-la 
établie pour tous les restes qui précèdent R^, de sorte que 

Rk-. = AUk-, + BVk_., Rk_i - AUk-. + BVk-i, (1) 



(•) B remplace R^, et n^ = n. 
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Uk_î et Vk_ï étant de degrés m — /z^^, n — /ik_s, et Uk-i, 
Vit_i de degrés m — /z^-^, n — /z^... Si Ton porte les valeurs 
(1) dans la relation 

Rk-» =- Rk-iQk-i + Rkf 
on obtient 

Rk - A(Uk-. - Uk-iQk-i) + B(Vk^, - Vk^.Qk-i) 
= AUk + BVk, 

où Uk - Uk-« — Uk-.Qk-i, Vk = Vk_, — Vk_iQk-i. 

Comme /ik-2 > /Zk-i, Uk-2 est de degré moindre que 
Uk-i, et le degré de Uk est celui de Uk-iQk-i ou égal à 

{m — /Zk-2) + (/Zk-2 — /Zk-i) ^^ m — /Zk-1. 

De même le degré de Vk est celui de Vk-iQk-i ou n — /Zk-i. 
La loi est donc générale. 

171. Corollaires. — I. Si A et B sont premiers entre eux, 
on arrive à un reste numérique Rp. Le théorème précédent 
donne 

Rp - AUp + BVp ou 1 = AU + BV. 

U V 
U et V désignent 5^ » 5^ • Par conséquent : 

Kp Kp 

Quand deux fonctions entières A et B, de degrés m et n 
respectivement, sont premières entre elles, U existe deux 
fonctions entières \J, W de degrés respectivement inférieurs 
à n et m, et telles, que Von ait identiquement 

I =-- AU + BV. 

Les fonctions U, V sont uniques ; car si Ton avait 

1 =. AU' + AV, 
on aurait 

A(U — U') = B(V' - V) ; 

par suite A qui est premier avec B, devrait diviser le 
polynôme V — V dont le degré est inférieur à celui de A. 

II. Si A et B ont un p. g. c. d. Rp-i, de degré q, le reste 
Rp étant nul, on a l'identité 



= AUp+BV 



PI 
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dans laquelle UpCt Vp sont des fonctions entières, de degrés 
n — q ti m — q. Cette propriété se déduit aussi des égalités 

A = A'Rp-,, B = B'Rp_, 

par l'élimination de Rp_i. 

Des racines communes a deux équations. 

1 72. Théorème. — Soient F (x) = 0, f (x) = 0, deux équa- 
tions à coefficients numériques. Si les polynômes F (x), f (x) 
ont un p. g, c. d. (p (x), V équation ç? (x) = a pour racines les 
racines communes aux équations proposées. 

En effet, on a 

F (AT) = Ç. (X) F, (AT), f(x) i^ <p (x)f, (x\ 

où Fi (x) et /i (x) désignent des fonctions entières, premières 
entre elles. Toute racine de <p(x) est racine A^f(x) et de f(x)\ 
réciproquement, si a est m fois racine de f(x) et n fois racine 
de/(x-) et que m^n, {x—af divise f{x) et /(x), et par suite 
est diviseur de (p(x). 

Application. — Résoudre Téquation 

x-4 - 4^3 + 4^2 - 4jr + 3 = 0, (1) 

sachant que Tune des racines est triple d'une autre. 

Soient 3a et a ces racines; 3a est aussi racine de Téquation 
qu'on obtient en multipliant par 3 les racines de (1). Cette 
transformée est 

x-4 - 12X-3 + 36X-2 _ 108^ + 243 =^ 0. (2) 

Les premiers membres de (1) et (2) ayant pour p. g. c. d. 
X-— 3, ona3a-=3, fl=l. Divisant ensuite le premier membre 
de (1) par le produit (x- — 3) (jt— 1) et égalant à zéro le quotient 
r*+l, on voit que l'équation proposée a pour racines 



3, 1, +y-l, -1^-1, 

173. Résultant de deux polynômes (*). — Soient 

f(x) = AoJr"» + k,x^ - ^ + ... + A^, 
/(Ar) = BoX°+ BiJf"-^ +...+ B„. 



(•) Dans cette partie du Cours, nous supposons connu le théorème (1 18). 
La méthode exposée ici est due à Euler. 
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Uk_î et Vk_8 étant de degrés m — n^^^ n — riy,^, et Uk_„ 
Vk_i de degrés m — /ik_4, n — n^^.. Si l'on porte les valeurs 
(1) dans la relation 

Rk-» =^ Rk_iQk_i + Rki 
on obtient 

Rk -= A(Uk-, - Uu-iQk-i) + B(Vk-, - Vk^xQk-,) 
= AUk + BVk, 

où Uk - Uk-* — Uk-iQk-i, Vk = Vk-a — Vk_iQk-i. 

Comme /ik-2 >• /^k-i, Uk-a est de degré moindre que 
Uk-i, et le degré de Uk est celui de Uk-iQk-i ou égal à 

(m — /2k-2) + (/îk-2 — /ik-i) ^ m — /ik-1. 

De même le degré de Vk est celui deVk-iQk-i ou n — /Zk-i. 
La loi est donc générale. 

171. Corollaires. — I. Si A et B sont premiers entre eux, 
on arrive à un reste numérique Rp. Le théorème précédent 
donne 

Rp - AUp + BVp ou 1 = AU + BV. 

U V 
U et V désignent 5^ » ô^ • Par conséquent : 

Kp Kp 

Quand deux fonctions entières A et B, de degrés m et n 
respectivement, sont premières entre elles, il existe deux 
fonctions entières U, V de degrés respectivement inférieurs 
fl n et m, et telles, que Von ait identiquement 

I - AU + BV. 

Les fonctions U, V sont uniques ; car si Ton avait 

1 = AU' + AV, 
on aurait 

A(U — U') = B(V' - V) ; 

par suite A qui est premier avec B, devrait diviser le 
polynôme V — V dont le degré est inférieur à celui de A. 

II. Si A et B ont un p. g. c. d. Rp-i , de degré q, le reste 
Rp étant nul, on a l'identité 

O = AUp + BVp, 
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dans laquelle Up et Vp sont des fonctions entières, de degrés 
n — ç et m — ç. Cette propriété se déduit aussi des égalités 

A^A'Rp-,, B = B'Rp-, 

par l'élimination de Rp-i. 

Des racines communes a deux équations. 

1 72. Théorème. — Soient F (x) = 0, f (x) = 0, deux équa- 
tions à coefficients numériques. Si les polynômes F (x), f (x) 
ont un p, g, r. d. q> (x), P équation q> (x) -= a pour racines les 
racines communes aux équations proposées. 

En effet, on a 

f(x)^<p (X) F, (AT), f(x) E^ q> (x)f, (x\ 

où Fi (x) et /i (x) désignent des fonctions entières, premières 
entre elles. Toute racine de (p{x) est racine de F(jr) et de f(x)\ 
réciproquement, si a est m fois racine de f(x) et n fois racine 
Atf(x) et que m'^n, {x — af divise f{x) et f(x\ et par suite 
est diviseur de (p{x). 

Application. — Résoudre Téquation 

X-* - 4^3 + 4^3 - 4jr + 3 = 0, (1 ) 

sachant que Tune des racines est triple d'une autre. 

Soient 3a et a ces racines; 3a est aussi racine de l'équation 
qu'on obtient en multipliant par 3 les racines de (1). Cette 
transformée est 

X-* - 12X-8 + 36X-2 _ 108^ -f 243 - 0. (2) 

Les premiers membres de (1) et (2) ayant pour p. g. c. d. 
X — 3, on a 3a = 3, a--l. Divisant ensuite le premier membre 
de ( 1 ) par le produit (x- — 3) (x — 1 ) et égalant à zéro le quotient 
r^+l» on voit que l'équation proposée a pour racines 



3, 1, +y-l, -1^-1, 

173. Résultant de deux polynômes (*). — Soient 

f(x) = A^x"^ + A,x^ - ^ + ... + A^, 
/{x)^Box''+B,x^-' +...+ B,. 



(•) Dans cette partie du Cours, nous supposons connu le théorème (1 18). 
La méthode exposée ici est due à Euler. 
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deux polynômes à coefficients indéterminés. Pour qu'ils aient 
au moins un facteur linéaire commun, une certaine fonction 
de leurs coefficients doit être nulle ; cette fonction est appelée 
le résultant ou V éliminant des polynômes F(x) et /(x). 

Si (p{x) est le produit de p facteurs linéaires communs à 
F(x) et à /(x), on peut poser 

f(x)~<p(x)f,{x), f(x) = cp(x)Mx\ (1) 

Fi(x) et/i(a:) étant des fonctions entières de degrés m—p et 
n—p. De ces égalités, on tire \ identité 

r{x)/,ix)-f{x)r,{x)=o. (2) 

Réciproquement, lorsqu'il existe deux polynômes F,(a;) et 
fiix), de degrés m — p et n —p, qui rendent identiquement 
nulle l'expression 

rix)f,(x)-/{x)r,(x) (3) 

?(x) et /(a;) ont un p. g. c. d. qui est au moins de degré/?. 
Car F(x) divise le produit /(Jc)F,(a:), et au plus m—p facteurs 
linéaires de F{x) appartiennent aussi à F,(a;); donc F(x) ttj[x) 
ont au moins p facteurs linéaires communs. 

S'il n'existe qu'un seul système de polynômes F^ix) et/,(jr)^ 
de degrés m—p et n—p, qui rendent identiquement nulle 
l'expression (3), le p. g. c d. de F(x) et fix) est de degré p. 
En effet, s'il était d'un degré supérieur à p, F(x) ttj\x) auraient 
plusieurs communs diviseurs de degré/;, et les égalités (1) et 
(2) auraient lieu de plus d'une manière. 

Pour fixer les idées, supposons m = 5, /z -= 3, de sorte que 

F(x) = Ao^f--' H ■ A,x' f A^r^ + A,x^\- A4X+ A,, 
f{x) -: BoX« + B,x2 + BoX + B^. 

Si F{x) et/(x) ont une seule racine commune, il existe 
un seul système de deux polynômes du 4e et du 2e degré, 

Fi {x) ^ — a^x* — a^x^ — a.^x^ — a^x — a., 

tels, que l'on ait identiquement 
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Or, 

x*F(x) 

xF(x) 

F(x) 

x^fix) 
x/{x) 



= AoX' + A,x« + A^x^ + A^x* + A^x" + A^x», 

= AoX" + A,x= + AjX^ + AaX» + A,x« + A5X, 

A„x=> + A.x^ + A^r" + A3X* + A4X + A„ 
= B„x- + B,x« + B,x' + B^x*, 

BoX« + B,x^ + B,x* + B3X», 

BoX> 4- B,x* + B.x' + B,x\ 

B„x* + B.jr' + B,x^ + B3X, 
= B„x=' + B,x* + B,x+B,. 

Ajoutons ces égalités, respectivement multipliées par 



Pu Pi, fia, «I, «2> «31 «4, «5 ; (5) 

le premier membre étant F(x)/i(x) — /(x)F,(x), le second 
doit être identiquement nul, d'où les équations de condition 



KPi + A„i8> 

A,^, + AA + A0/Î3 

A3/?, -I- A,fi, + A,^3 

^A + AA + A^fi, 

^■A + Kfit + AJ, 

+ BA + A,/Î3 

+ A,i83 



+ B„a, = 0, 

+ B.a, + B„a, = 0, 

+ BjO, + B,aj + BoOg = 0, 

-f BsC, + BjOg + B.a, 4- BoO^ - - 0, 

+ BsOj + Bja3 + BjO^ + B^as = 0, 

+ 8303 + B^a, + B,a, = 0, 

+ B.,a^ + B,a, = 0, 

+ Bso, = 0. 



Ce système comprend huit équations homogènes par 
rapport aux huit inconnues (5). Par hypothèse, celles-ci ou 
plutôt leurs rapports ont des valeurs déterminées. Donc (78) 
le déterminant de ce système doit être nul. Ce déterminant, 
transposé est 

JKq Aj Aj Ag A^ Aj 
Afl Al Aj A3 A^ Aj 

Afl Aj Aj A3 A4 Aj 

Bo Bj Bj B3 
B„ Bx Bj B3 
Bo Bi Bj B3 
Bo Bi B2 B3 
Bo B, Bj B3 

la place des éléments nuls a été laissée vide. 

R est le résultant cherché. Dans le cas général de deux 
polynômes F(x), f(x) de degrés m, n, il est d'ordre /n-{-n; 



R 



(7) 



(4) 



(6) 
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les n premières lignes renferment les seuls coefficients de 
F (x)j les m dernières les seuls coefficients de / (x) ; le 
terme diagonal est AJ BS'. R s'annule lorsque Ao = 0, 
Bo = 0; effectivement, les équations F (x) = 0, /(x) = 
peuvent alors être considérées comme ayant en commun 
une racine infinie. 

Nous supposerons Ao 7^ 0, Bq 7^ 0. Les inconnues (5) sont 
proportionnelles aux mineurs relatifs aux éléments d'une 
même colonne de R ; car si A^^ A^^ ... A^ sont ces mineurs, 
la somme des produits des éléments d'une colonne quel- 
conque de R respectivement multipliés par ^1, A^, ... A^ est 
nulle, et les égalités ainsi obtenues ne diffèrent des équa- 
tions (6) que par le changement de ^1, /Sg, . . en A^^ J,, .... 

Faisons correspondre Ji, A^^ ... aux éléments de la dernière 
colonne de R; alors 

oii l'on a posé 



Ri 



Aq Aj A2 A3 A4 A5 
Aq A^ Ao A3 A4 
Bo Bl B2 Bg 

Bo Bi Bj B3 
Bo Bi B2 B3 
Bo Bi Bg 

comme Pi: a^ = J^ : A^ et que F (x), / (x) ont un seul 
facteur linéaire commun, on a nécessairement Ri 7^ 0. 

174. Cas de deux racines communes. — Dans l'expression 
(3), on peut maintenant prendre pour Fi (x), f^ (x) des 
polynômes de degrés m — 2^ n — 2. Dans le cas parti- 
culier de /w -= 5, /z =- 3, on obtient les équations de condition 
en faisant, dans les égalités (6), a^ =-0, Px = 0- O" aura 
ainsi le système 

Ao^2 H" Bo^î = ^f 

AiiSe + Ao^3 + Bia^ + Boa3 = 0, 

k,P, + AiiSg H- B^a, -f- Bia3 + Boa4 = 0, 

Ag^g + A2/83 + Bga^ + BoOg + Bia4 + Boas - 0, } (6') 

KP2 -\- A3/83 + Bgag -t- B2a4 -f BiOs - 0, 

krA + A4^3 + 6304 + BgOs = 0, 



A5/8. 



+ Bga^ = 0, 
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composé de sept équations homogènes à six inconnues. Cinq 
de ces équations suffisent pour déterminer les rapports des 
inconnues ; pour que le système soit possible, il faut que 
le déterminant ayant pour éléments les coefficients de six 
quelconques de ces équations soit nul (78). On a donc, en 
adoptant une notation connue (79), 



Afl A| Ag A3 A4 A5 
Aq Al A2 A3 A4 A5 

Bo Bi Bg B3 

Bo Bi Bo B3 

Bo Bi Bg B3 

Bo Bi Bg B3 



= 0; 



(8) 



c'est-à-dire les déterminants formés avec six quelconques 
des colonnes du tableau rectangulaire précédent sont nuls (*). 
Si Ton supprime la dernière colonne, on trouve le déter- 
minant désigné ci-dessus par Ri. 

Les valeurs de ^2, ^3, Oo, ... sont proportionnelles aux mineurs 
relatifs aux éléments d'une même colonne de l'un des déter- 
minants (8), par exemple de Ri. En particulier, ^^ et a^ sont 
entre eux comme les mineurs correspondants au 1er et au 
3e élément de la dernière colonne de Ri, mineurs qui sont 
égaux aux produits de Bo et de — Ao par le déterminant 



R,= 



Ao Al Ag A3 

Bo Bi Bg B3 

Bo Bi Bg 

Bo Bi 



On a donc Rg ^ 0. 

Ces développements s'étendent facilement au cas général 
de deux équations de degrés m et /2, ayantes; racines communes. 

175. Méthode dialytique de Sylvester. — Soient les équations 

f{x) = A^^ + A,x' + A,x:' + A^' + A,x + A5 = 0, 
f(x) = BoX' + B,x^ + B,x -\- B3 = 0. 



(•) Ces déterminants sont les cofacteurs des déterminants partiels formés 
avec la 1^ et la 4e ligne de R. De cette remarque et du théorème de 
Laplace (49), on déduit que l'égalité multiple (8) a pour conséquence R = 0. 
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Une racine commune satisfait aux égalités 

x'-F{x) = 0, A-F(x) = 0, F(jf) = 0, 
x*/{x}=0, x%x) = 0, x^Ax)=0, x/x)=0, /x) = 0. 

Ce système est linéaire par rapport aux quantités 



(9) 



x\ 



X5 Y»4 Y>i yi Y 



que nous traitons comme des inconnues distinctes. Puisqu'il 
y a une équation de trop, le déterminant ayant pour 
éléments les coefficients des équations (9) doit être nul. On 
retrouve ainsi la condition R 0(173). De plus, si ^i, a.,..., 
d^ sont les mineurs de R relatifs à une même ligne, la 
racine commune satisfait aux égalités 



X 



6 



il 



X 



(10) 



Supposons ensuite que les équations F (jc) ^ 0,f{x) ^ 
aient deux racines communes. On a encore R = G; mais 
les mineurs de R sont également nuls, car le système 
linéaire (9) a plus d'une solution. Dans ce cas, si entre les 
équations 

xF(x) = 0, F(x) =^0, ,„) 

x«/(x) = 0, x^f{x)=-0, xAx) = 0, ./(x) = 0, 

on élimine cinq des quantités 

yS Y** Y^ Y^ Y^ V 

.^, A, J\, f .*, ^ f A, 

on obtient une équation du 1er degré par rapport à l'inconnue 
restante jc*(/=1, 2,.... 6); comme elle admet deux valeurs 
pour jc*, le coefficient de x* et le terme indépendant doivent 
être séparément nuls. On trouve ainsi que les déterminants 
formés avec six colonnes quelconques du tableau rectangulaire 

Aq Al Ag A3 A4 A5 

Aq Aj A2 A3 A4 Pir, 

Bo Bi Bg Bg 
Bo Bi Bg B3 
Bo Bi Bj B3 

Bo Bi B2 Bg 

sont nuls; l'un d'eux est le déterminant désigné ci-dessus 
par Ri. 
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Soient a ti b les deux racines communes aux équations 
proposées. Au lieu des équations (11), on peut considérer 
les suivantes 

F(fl) 1 



a'fia) 1 
b'Ab) 1 



= 0, 



aF{a) 1 
bF(b) 1 

a'Aa) 1 
b'Ab) 1 



0, 



^0, 



F(*) 1 

û/(a) 1 
bAb) 1 



-=0, 



0, 



Aa) 1 
Aà) 1 



-0, 



qu'on peut écrire ainsi après avoir posé af — bP ^ «p : 

Aotts + A,tt,, + A,tt4 + AgUa + Kiii + AsUi = 0, 
A„a3 + A,tt4 + Ae«3 + A;,«s -j- AsOi = 0, 

Botte + Bitts + Bjtt4 + Bgtts - 0, 

Bott., + Bitt4 + B2M3 + Bsttj = 0, 

Bofl4 + Bifla -f Bjttj 4- B3M1 = 0, 

Botta + Bi ttj 4- Bjtti 0. 

Pour qu'elles aient une solution non nulle, le déterminant 
des coefficients doit être nul, ce qui donne Rj = 0. De plus, 
les quantités ttg, u^, . . , u^ sont proportionnelles aux mineurs 
de Ri relatifs au éléments d'une même ligne. (*) 

Système de deux équations a deux inconnues. 

176. Réduction do système primitif. — Soit à résoudre le 
système de deux équations non homogènes à deux inconnues 

F(x,>') = 0, f,(x,y) = (i. 

Si Ton ordonne F(x, y) par rapport à y^ les coefficients 
peuvent avoir un p. g. c. d. X, fonction de x; supposons 
f{x,y) = X/(ar, y\ 

Le polynôme /(x, y) étant ensuite ordonné par rapport à jc, 
les coefficients peuvent avoir un p. g. c d. Y, fonction de y ; 

(•) Pour une étude plus complète sur l'élimination, le lecteur peut con- 
sulter les écrits suivants: 
Darboux, Sur la théorie de V élimination (Bull, des Sciences math, et 

astr., 1876); 
Lemonnier, Mémoire sur P élimination (Ann. de l'Ec. normale sup., 1878); 

ROUCHÉ, Sur P élimination (Nouv. Ann. de Math., 1879); 

Mansion, Sur l'élimination (Bull, de l'Acad. de Belgique, 1878 et 1879; 

BiEHLER, Sur la théorie des équations (Paris, Oauthier-Villars, 1879; 

Sur l'élimination (Nouv. Ann., 1882) ; 

Sur P élimination par la méthode d'Euler (Nouv. Ann., 1887) ; 
POMEY, Sur le p, g. c, d. de deux polynômes (Nouv. Ann., 1888). 
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soit f(x, y) —Y ip (X, y). Alors F(x, y) = XY <p{x, y). 
Supposons de même Fi (x, y) ^= Xj Y^ (p^ (x, y). Le système 
proposé devient 

X\<p{x,y)^-% X,y,<p,{x, y) = 0. 

Si les éq. X =- 0, Xi = ont une racine commune x = a, 
le système (1) est vérifié par x^a et par une valeur quel- 
conque de y. De même, une racine commune aux équa- 
tions Y --- 0, Yi = et une valeur arbitraire de x constituent 
une solution des équations (1). 

Soient a une racine quelconque de X' = 0, b une racine de 
Yi -= ou de q?i{a, y) ^ 0; le système (1) admet la solution 
X = Uf y = b. De même, une racine 6 de Y = et une 
racine de Xj -= ou de 9? (x, 6) -= résolvent les équa- 
tions (1). 

D'autres solutions s'obtiennent en combinant une racine 
fl de Xi = avec une racine de 9?(fl, y) ■= 0, ou une racine 
b de Yi - avec une racine de (p(x, b) = 0. 

Enfin, il reste à résoudre le système 

<p{x,y)-Q, 9?i(x,j;)-0. 

177. Elimination par le plus grand commun diviseur. — 

Soient A, B les premiers membres des équations (2) ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes de x. Divisions A 
par B; appelons Q le quotient et Ri le reste, de sorte que 

A=BQ+R,. 

Si la division s'effectue sans introduire y en dénominateur, 
toute solution du système [A = 0, B = 0] vérifie l'équation 
Ri = 0, et toute solution du système [B -- 0, Ri = 0] 
satisfait à l'équation A -= 0. Le système [A - 0, B =- 0] est 
donc équivalent au système plus simple [B = 0, Ri = 0]. 

Divisons maintenant B par Ri, Ri par le reste de cette 
division ; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un 
reste r indépendant de x. Pour fixer les idées, soient 

A -^ BQ + R„ 
B ^ RiQi + R21 
Ri = R2Q2 -\- R3; 
R2 = R3Q2 + ^ 
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les égalités qui traduisent ces différentes opérations. Si les 
quotients Q, Qi, Qs, Q3 sont entiers par rapport à y^ le système 
[A = 0, B -= 0] est équivalent au système [R3 0, r = 0]. 

Trois cas peuvent se présenter : 

lo r est fonction de y. L'équation r =- donne les valeurs 
cherchées de j; ; si Ton substitue l'une de ces valeurs dans R3, 
l'équation R3 -- donne les valeurs correspondantes de x, 

2o r est numérique. Le système [Ry == 0, r = 0] étant 
impossible, il en est de même du système proposé. 

30 r est identiquement nul. R;, divise R2 et par suite R,, 
B et A ; on peut donc poser 

A = R3A', B =^- R3B', Ri = RsR'i, R2 - RbQs- 

Le système [A = 0, B = 0] peut être remplacé soit par 
l'équation R3 = 0, soit par le système [A' = 0, B' 0]. Mais 
les équations A' = 0, B' - n'ont pas de solution commune ; 
car en divisant les deux membres des égalités 

A = BQ + Ri, B .- RiQi 4 R^, R^ = R^Q, + R, 

par R;^, on obtient 

A' = B'Q + R'i, B' ^ R'iQi + R'^, R\ - R'^Q^ + 1, 

de sorte que le système [A' = 0, B' = 0] rentre dans notre 
second cas. 

178. Solutions étrangères. — La recherche du p. g. c. d. 
des polynômes A et B introduit ordinairement des dénomi- 
nateurs fonctions de y. Pour les éviter, on multiplie A par 
un facteur convenable C, fonction de y. Soient alors Q le 
quotient et RjVi le reste, v^ étant le p. g. c. d. des coefficients 
du reste ordonné par rapport à x Nous aurons ainsi 

CA - BQ+ RiVi. 

Toute solution de [A = 0, B ^ 0] appartient à l'un des 
systèmes 

[B _ 0, Ri = 0], [B -- 0, Vy= 0]. 

Mais une solution de l'un de ceux-ci peut satisfaire soit au 
système primitif, soit au système [B = 0, C = 0]. Toutefois, si 
l'on a eu soin de débarrasser B des facteurs en y communs à 
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tous ses coefficients et de multiplier A par le facteur C le 
plus simple qui évite les dénominateurs, les solutions du 
système [B = 0, v, - 0] n'appartiennent qu'au système primitif 
[A — 0, B =^ 0]. En effet, soit y — fi une racine commune 
aux équations Vi -- 0, C — ; si l'on remplace y par fi, 
l'identité CA ^ BQ + R,v, devient BQ -0; on ne peut 
avoir BQ — pour toute valeur de x que si tous les 
coefficients de B ou ceux de Q s'annulent, c'est-à-dire sont 
divisibles par j^ — fi. Le polynôme B étant supposé débarrassé 
de tout facteur commun à ses coefficients, Q est divisible par 

C 

y — fi; dès lors, il aurait suffi de multiplier A par ^ 

• r 

au lieu de C pour obtenir un quotient entier. 

Au système [A = 0, B = 0] on peut donc substituer les 
deux systèmes 

[B = 0, R,=0], [B = 0, v,=0], 

pourvu que l'on écarte les solutions de [B =0, Ri = 0] qui 
vérifient l'équation C = sans satisfaire à A = 0. L'une des 
équations du système [B = 0, v^ = 0] ne renfermant qu'une 
seule des inconnues, sa résolution ne présente pas de difficulté 
particulière. Quant au système [B = 0, R, = 0], on le traite 
comme le système primitif (*). 

179. Elimination par la méthode dialytique. — Ordonnons 
A et B par rapport aux exposants décroissants dex. Soient alors 

B = BoJ^ + B,x^-' + ... + Bo, 

les coefficients Ai, Bi étant des fonctions entières de y. Si 
X — dj y = b est une solution du système [A = 0, B = 0], 
les polynômes A et B, après le remplacement de y par 6, 
acquièrent un diviseur commun x — a; donc leur résultant R 
doit être nul (173). Formons ce résultant en laissant subsister j; 
dans les coefficients Aj, Bi : l'équation R = sera Véquation 
finale en y. 



{•) Labatie, ancien professeur à la faculté de Strasbourg, a fait 
connaître en 1832 un théorème qui résout toutes les difficultés de 1 élimi- 
nation par le p. g. c. d. (Voir le Cours (Valgèbre supérieure, par M. J.-A. 
Serret, t. I, p. 198, 3e édition). 
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Pour trouver R, on éliminera, ainsi qu'on Ta vu (175) 

entre les équations 

^-»A = 0, x"-2A= 0, ..., xA= 0, A- 0, 
x"«-iB= 0, JC"-2B^0, ..• , JcB= 0, B=0. 

Applications. 

180. Equation aux sommes des racines deux à deux. — 

Etant donnée Téquation F{x) = de degré m, cherchons 
réquation f{u) = ayant pour racines les sommes des 
racines de F(x) = prises deux à deux. 

L'inconnue « a C? valeurs ; le degré de f{u) est par suite 
2 m{m — 1). 

Si x^f x^ sont deux quelconques des racines de F(x) =- 0, 
et u leur somme, on a les égalités 

u = x,+ Xg, F{x,) = 0, ¥{x^) = 0, 

entre lesquelles on doit éliminer Xi et x». L'équation en u 
sera donc le résultat de l'élimination de x, entre 

F(x,) = 0, F(u-x,)^0. 

La dernière équation peut-être remplacée par l'équation 

F{u-x,)-F{x,)^=0, 

m 

dont le premier membre est divisible par (u — Xi) — Xi, et 
qui, par suite, a la forme (u—2Xi)(p(UfXi) =0. 

Si l'on élimine x, entre F(x^) =^0, u — 2Xi = 0, on trouve 
l'équation 

P (I) ^ 0, 

qui est étrangère au problème: elle suppose que dans la 
formation des valeurs de w, on ajoute chaque racine de 
F(x) — Oà elle-même. L'équation demandée s'obtient en 
égalant à zéro le résultant des polynômes F(x), (p{u, x). 
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181. Equation aux carrés des différences. — Etant donnée 
réquation F{x) = de degré m, formons l'équation J\u) = 
dont les racines soient les différences deux à deux des 
racines de F(x) = 0. 

L'équation f(u) = s'obtient en éliminant x„ x^ entre 

u = x^ — X,, F(xi) = 0, F(Xi) = 0, 
ou en éliminant x^ entre les deux équations 

F(x,) = 0, F(x, + tf) = 0, (1) 

dont la dernière peut s'écrire ainsi 

F(xO 4 uF{x,) + i^ F'(x) + ... = 0. 

Le système (1) se ramène donc aux deux suivants : 

F(x,) =0, u = 0; (2) 

F(xO = 0, F'(-^0 + 3^ P'(J^i) + ... 4 ,^^F(™)(x,) = 0. (3) 

Le système (2) correspond aux valeurs de u qu'on obtient 
en combinant chaque racine de F(x)^0 avec elle-même. 
L'équation demandée f(u) correspond au système (3) ; 
par suite, on égalera à zéro le résultant des polynômes 

F(x), F'W t-l^F''(x) 4 ...+ j^F»>W. 

Le degré de f{u) est égal au nombre des arrangements 
de m objets deux à deux, ou égal à m{m — 1) ; mais les 
valeurs de u étant deux à deux symétriques (deux valeurs 
sont, par exemple, x, — x^^ x^ — x,), f{u) ne renferme que 

des puissances paires de u et s'abaissera au degré -^/«(w — l) 

si l'on pose u- v. L'équation en v est dite Véquation aux 
carrés des différences de la proposée. 

Exemple. ~ f {x) -^ x:^ -\- px -\- q 
L'équation auxiliaire f{x-\-u)=Q se ramène à 

3x2 ^ 2xu 4 a^ + p = 0. 
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Appliquons le procédé du p. g. c. d. aux polynômes 
x^ + px + q, 3x» + 3xi/ + tf « + )c; 
et égalons à zéro le reste ; nous aurons Téquation cherchée 

u^ + tpu"^ ^- <ip^u^ t- {/^P^ + 27^2) = 0, 
qu'on ramène au 3e degré en posant U^ -- v. 

Exercices et notes. 

1. Trouver les racines communes aux équations 

x^ — 3x8 + 3x2 _ 3x 4 2 - 0, 2^^ — 5a:M a: + 2 = 0. 

2. Résoudre l'équation 

x4 _ 2x3 — 8x2 _ 3x_j« 12 == 0, 

sachant que deux des racines ont pour produit 4. 

3. Trouver la condition nécessaire pour que l'équation F (x) = 0, de 
degré m, ait deux racines symétriques. Examiner les cas de m = 3, m = 4. 

On cherche le résultant de F(ji:) et F(- x) ou plutôt de F(x) + F(-x), 

F(x) - F( - x) 

— i— ^ ^ . Ce résultant, appelé géminant, est le dernier terme de 

l'équation aux sommes des racines deux à deux de F(x). 

4. L'équation qui a pour racines les quotients deux à deux des racines 

de A« x» + Al X* + As X 4- As = 0, est 

Ao^^ Aitf" A2U A3 

AoU^ k^U- kM A;, 

Ao^-^ k^U^ kM A3 
Aq Al A.J A3 

Aq A| A2 

A() Al 



A3 

A. 



= 0. 



ou, si l'on écarte la racine triple « = 1, et que l'on pose Ka = « * + « -f 1 
Ui^ u -\- 1, 



Ao^2 Ai^i A.» 

Ao Al A2 A3 

Aq Al A.> A3 



0. 



5. Trouver l'équation aux produits deux à deux des racines de l'équation 

AoX^ + AiX^ + AoX2 + A3X + A4 ^ 0. 



Neubero.- Algèbre. 



11 
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La méthode la plus simple consiste à identifier l'équation donnée avec 

Ao / A„a 



(** -^ zx -\- u) 



JC» + 



-0, 



et à éliminer z entre les deux équations de condition. 

6. Trouver l'équation aux cubes des racines de .F(x) == 0. 

On élimine x entre F(x) = et x^ - y = o. Pour cela, on met 
l'équation proposée sous la forme Filx») + xF8(x») +x* Fs(x») = 
ou Fi(j/) + xF8(>') +x*Fs(j) = 0. Si on la multiplie par x, puis par 
X*, on peut écrire 

xF,{y) + x^F,(y)+yF,{y) =0, x'F,{y)+yF,{y) + xyF,{y)==0; 

Eliminons x et x* entre les trois dernières égalités, etc. 

7. L'équation aux carrés des différences de x° - 1 = est 



,n-l 



Cfj/"-2 CSy^ 



-3 



^^-n— 1 






d-^f- 



Cfyn-2 Cîj,n-3 Cîj,n-4 



m-l 



= 0. 



On élimine x entre les équations x" - 1 == 0, (x + j»)" - 1 = 0, en 
opérant comme dans l'exercice 6. 

8. Trouver l'équation qui donne les longueurs des normales abaissées 
d'un point donné (a, j8) sur la parabole^* = 2px ou sur l'hyperbole xy—k* . 

CHAPITRE X. 

THÉORIE DES RACINES ÉGALES 



182. Théorème.. — 5/ a est p fois racine de l'équation 
algébrique F(x) =^ 0, il est racine des équations 

P(x) - 0, F"(x) - 0, .... FP-')(x) - 0, 

avec les degrés de multiplicité 

p~\, p — 2, ..., 1 ; 

mais il n'est pas racine de F(p'(x) = 0. 

En effet, F(x) = F(c + jc — a) ; d'où 
F(x)=^F(û) + (x-fl)F'(û)4^^^ F"{B)+...+ ^^^=^F(p)(c) + ... 



2! 



P'- 
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Par hypothèse, F{x) est divisible par (x — û)p sans l'être 
par {x — fl)H-i. Les conditions nécessaires et suffissantes 
pour qu'il en soit ainsi, sont évidemment 

F(a) = 0, F(fl) = 0, F\a)^0, ... FP-»)(a) = 0, pp)(a)/0; 

donc a est racine de chacune des équations (1). 

Ces mêmes conditions établissent que a est {p — 1) fois 
racine de F'(x), {p — 2) fois racine de F"(x), etc.; car a 
annule les {p — 2) premières dérivées de F(jc), les {p — 3) 
premières dérivées de F"(x), etc. 

On démontre le théorème en dérivant l'identité 

F{x) = (x- a)Mx), 

ce qui donne 

F(x) ~p{x - a)^'fix) -\-(x- af<p\x). 

Comme (p(x) n'est pas divisible par x - a, F(ji:) est divisible par (x - û)p- i 
sans l'être par (x-a)p. De même, F"(x) est divisible par (jc-a)p-2, etc. 

183. Remarque. — Si a est q fois racine de F(x), ou il 
n'est pas racine de F(x), ou il Pest (q + 1) fois. 

Il peut se faire que a ne soit pas racine de F(x). S'il est 
p fois racine de F(x), il tsi p — \ fois racine de f\x) ; dans 
ce caS; p — 1 ■-= Çf d'oti p = q -]- \, 

184. Théorème. — Le p. g, c. d. d'une fonction entière 
F(x) et de sa dérivée F'(x) est égal au produit des facteurs 
premiers multiples de F(x), V exposant de chacun d'eux étant 
diminué d'une unité. 

Soit par exemple 

F(x) = (X - ay {X - b)Hx - cyf{x\ 

f(x) n'ayant que des facteurs premiers simples, différents de 
x — a, X — b, X — c. D'après le théorème (182), f\x) est 
divisible par (x — d)^\ (x — bY~\ (x — cy~'' sans l'être par 
(x — ay, (x — by, (x — cy ; de plus aucun facteur linéaire 
de f(x) ne divise F'(x). Donc le p. g. c. d. de F(x) et F'(x) 
est 

(x — a)^' (X — by-' (x — cy 



iT—l 



185. Rédaction d'une équation qui a des racines égales. — 

Pour reconnaître qu'une équation F(x) -- a des racines 
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égales, il suffit de voir si F(x) et F(x) ont un commun 
diviseur en x. On peut aller plus loin et ramener la résolu- 
tion de F(jc) = à la résolution d'autres équations donnant, 
respectivement, les racines simples, les racines doubles, les 
racines triples, . . . , de F(x), abstraction faite de leurs degrés 
de multiplicité. 

Pour fixer les idées, considérons une équation F(x) - 
qui a des racines simples, des racines doubles, des racines 
triples et des racines quadruples. Soient X, le produit des 
facteurs linéaires simples de F{x) (*), Xj le produit des 
facteurs doubles, Xg celui des facteurs triples, X4 celui des 
facteurs quadruples, chaque facteur étant pris une seule 
fois. Nous aurons 

r(x) = A. 1 X-s A.8 A.4, 

Par des divisions successives on obtient le p. g. c. d. D 
entre f(x) et F'(x); d'après le théorème (184), 

De même, on cherche le p. g. c. d. Di entre D et sa 
dérivée ; on aura Di = XgXî, De même encore le p. g. c. d. 
Dg entre D, et sa dérivée; on trouve D^ = X^. On a ainsi: 

r(x) ''-= XiX^XaX*, D = XjXgX^, Di = XsX*, Ds = X4. 

Divisons F (x) par D, D par D^, Dj par Do ; soient Q, Q„ 
Q2 les quotients. Nous aurons 

Q = X1X2X3X4, Qi ^^ X2X3X4, Qs = X3X4 D2 = X4. 

Divisons encore Q par Qi Qi par Qg, Q2 par Dg ; il vient 

W -y Wl Y" ^" Y Pi V 

q7~ ' QT^ " dT" '' U2-A4. 

Donc, la résolution de F(x) -= est ramenée à la résolution 
d'autres équations donnant les racines d'un même degré de 
multiplicité. Ces nouvelles équations s'obtiennent au moyen 
de simples divisions. 

186, Application. — F(x) -^x7-2x- -x^ + x^ + 2x--l ^ 0. 

Le p. g. c. d. de F(x) et F'(x) est 

D = x^ — x^-x+l. 



C) Par exemple, si F(x) = (x - a\x - bf (x - cY (x - df . on a X, = (x - a), 
X, = (x-b) (x-r), X3 = (x-d). 
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Le p. g. c d. de D et sa dérivée Sx^ — 2x — 1 est 

D, = a: — 1. 

Di étant premier avec sa dérivée, l'équation n'a pas de 
racine d'un degré de multiplicité supérieur à 3; on voit 
même que l'équation Di - donne la racine triple x=l. 

On a ensuite 

^^Q = ;c^ + x-»-x-l,^ _Q^^x«-l, D.^x-1; 

^=;c2+x+ 1 -X,, ^ = x + l = X„ D, = X3. 
Conséquemment 

F(x) = (x2 + ;c + 1) (X + 1)^ (X — 1)^ 

187. Remarques. — I. Si une équation à coefficients corn- 
mensurables admet une seule racine multiple de tordre p, 
cette racine est commensarable. 

Car de simples divisions servant à séparer X„ Xg,..., tous 
ces polynômes ont des coefficients com mensurables. Mais, 
par hypothèse, Xp est du premier degré; donc la racine 
multiple de l'ordre p est commensurable. 

IL La méthode des racines égales donne des calculs longs 
et pénibles. Lorsque le degré de l'équation ne dépasse pas 
5, la méthode des racines commensurables (Chap. VIII) suffit. 

En effet, une équation du 3c degré peut avoir une racine 
simple et une racine double, ou une racine triple ; dans les 
deux cas, la racine multiple est commensurable (Voir remar- 
que I). 

Une équation du 4e peut avoir une racine simple quadruple, 
deux racines simples et une racine double, une racine 
simple et une racine triple, ou deux racines doubles. Dans 
les trois premiers cas, la racine multiple est commensurable; 
dans le dernier cas, le premier membre de l'équation est 
un carré parfait. 

Soit une équation du 5e degré. Si elle a deux racines 
doubles et une racine simple, celle-ci est commensurable; 
en l'écartant de l'équation, on obtient une équation du 4c 
degré dont le premier membre est carré parfait. Dans les 
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autres cas, une racine multiple est unique de son degré de 
multiplicité et par suite commensurable. L'équation peut 
même être résolue par des moyens élémentaires, excepté 
dans le cas oii elle a une racine double et trois racines 
simples. 

Emploi des polynômes homcTgènes. - Discriminant. 

188, Théorème d'Euler. - Considérons la fonction homo- 
gène de deux variables 

On peut dériver F {x, y) soit par rapport à la lettre x, soit 
par rapport à la lettre y; soient Fx, Fy les résultats. Des 
égalités 

F{x,y)=^2A^x^-Yf 
Fx -- 2(m — n) A^-"-y, Fy -- -S/i AnX"-"jf»~*, 

on déduit immédiatement Tidentité 

mF(x,>^)- xFx + j/Fy. (1) 

Fx admet une dérivée par rapport à x désignée par F"xx 
ou F^'g, et une dérivée F^'^ par rapport à j; ; F ^ admet deux 

dérivées représentées par F" , F\. On vérifie facilement que 
F'* = F" 

xy yx* 

La relation (1) appliquée aux polynômes F',, Fy donne 

X x^ "^ xy ^ -y yx -^ x^ ^ 
Si on élimine F'x et Fy entre les égalités (1) et (2), il vient 
m(/7^ - 1) F (X, y) = x^F^, + 2xj;F;;;^ + /F^,. (3) 

Chacune des dérivées secondes, F'^2, Fxy; F'^^, admet une 
dérivée par rapport à x et une dérivée par rapport à j^ ; on a 



\ x^ x^ x^y 



(4) 
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On voit facilement que F;;^^ = F^^^, F^;^ = F;^''^. Des 
égalité (3) et (4), on déduit 

m{m-\){m--2)F{x,y)=x^F-^+3?yF-^^^^ (5) 

En général, 

m{m — 1) ... {m*— p -\- 1) F (x, y) = 

^ F(P) +/;xP-'j;F(P^+ ^^^^ ^YF^^^y, + 

Le second membre de cette formule, abstraction faite des 
dérivées qui y entrent, est le développement de (x + yf. 

189. Conditions pour qu'une éqmation homogène ait une 
racine multiple. — Soit a une racine d'ordre p de Téquation 

F(x) - AoX^ + A, X" »+... + A„ - 0; 

le premier membre sera égal à (jf — ayf{x\f{x) étant une 
fonction entière qui n'admet pas le diviseur x — a. Si Ton 

remplace x par — et qu'on chasse les dénominateurs, on 

obtient l'identité 

AoX^ + AiX" ^j; + ... + A„ ,xy» '^Kf = {x—ayyf{x,y) 

On convient de représenter par F (a:,j;),/(x,j?) les polynômes 
homogènes qui ont les mêmes coefficients que F (x), / (x) ; 
de cette manière F(a:, 1) = est l'équation proposée, et 
F(l, j') = est la transformée aux inverses des racines (138). 
En dérivant l'égalité 

F (x, y) = {x- ayYfix, y) 

successivement par rapport à x et par rapport à y, on trouve 

F'x -- p(x ~ ayy «/(x, j;) \ (x- ayyf^ 

F'y --ap{x- ayy 7K y) + (x - ayyf^. 

On voit que F'x et F'y sont divisibles par (x — ay)^* sans 
Vêtre par une puissance supérieure de \ — ay. 
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Réciproquement, si F'x et Fy sont divisibles par (x— ay)**"* 
sans qtCils le soient par (x — ay)^, la plus haute puissance 
de\ — ay qui divise F (x, y) e$t (x — ay)^. En effet: 1» Tégalité 
^^(x^ y) = xF'x + j'Fy montre que F (x, y) admet le diviseur 
(x — ayy~^] 2o si une puissance supérieure {x — flj?)p-N 
divisait F(x, y), F'x et F'y seraient divisibles par (x— aj;)p+^-', 
ce qui est contraire à Thypothèse; 3^ quand un diviseur 
X — ay de F'x divise aussi F'y, il est diviseur avec un même 
degré de multiplicité de F'x et de F'y ; car si F (v, y) est 
divisible par (x — ayY^ F'x et F'y le sont par (x —ay)^-^, 

F'x et F'y étant divisibles par la même puissance {x—ay^-^^ 
leurs dérivées F'^, F" f\ sont divisibles par la même puis- 

X xy y 

sance (x — ayY'^ sans que l'une le soit par (x — ay)^-^. 

Réciproquement, si les trois dérivées du second ordre de 
F (x, y) sont divisibles par x — ay^ elles admettent ce diviseur 
avec un même ordre de multiplicité et F (x, y) l'admet avec 
cet ordre augmenté de deux unités. En effet, si F^'g est 

divisible par (x — ay)P"^ la dérivée F" Test également, 

puisqu'on suppose F^'g et F" divisibles à la fois par x — ay; 

de plus, F'x admet le diviseur (x — ayy-\ De même, F" et 

Fy 2 étant divisibles par x — ay, la première de ces fonctions 

l'étant même par (x — ay)^-^, la seconde Test aussi par 
(x — ay)^"'^, et F'y admet le diviseur (x — ay)^-K Donc, 
d'après ce que l'on a déjà vu, F (x, y) est divisible par (x—ayYj 
(x — ay)^\ 

En continuant ce raisonnement, on arrive au théorème 
suivant : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un poly- 
nôme homogène F(x, y) soit divisible par (x — ay)^, sont que 
toutes les dérivées du (p — 1 Y ordre^ 

p(p-l) c(P-0 p(P-ï) p(P-) c-ÏP-ï 

soient divisibles par x — ay sans que Vune d'elles le soit 
par une puissance supérieure de y. — ay. 

Nous faisons observer que, si toutes les dérivées d'un 
même ordre de F(x, y) sont divisibles par x — ay^ et si l'une 
d'elles Test par [x — ayY, toutes les autres le sont égale- 
ment. 
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190. Remarque. — Pour exprimer q'une équation à coeffi- 
cients indéterminés, 

F(x, y) = A,x^ + A,x^-'y + ... + A^^r 0, 

a une racine multiple d'ordre p (*), on applique le procédé 

du p. g. c. d. aux polynômes FÎ^p~-i, F^p'-Ljusqu'à ce qu'on 

arrive a un diviseur Mx {- Ny du premier degré et à un 

reste R/. Une première condition est R -- 0, et la racine 

Nv 
d'ordre p estx -- — -rf; on exprime encore que cette racine 

annule les autres dérivées d'ordre ^t? — 1 de F(jc, y). 

191 Discriminant. — Pour exprimer qu'une équation 
homogène à coefficients indéterminés, F(x, y) = 0, a une 
racine double, il suffit d'égaler à zéro le résultant des poly- 
nômes F'x, F'y. Ce résultant se nomme le discriminant de 

192. Exemples. — I. Condition pour que l'équation 

x'^px + ç = (1) 

ait une racine double. 

Si Ton rend Téquation homogène, on est conduit à 
exprimer que les équations 

3jc^ + py' = 0, 2pxy + 3qy' = 

ont une racine commune. Faisons j^ -= 1 et remplaçons dans 
la Ire équation x par sa valeur tirée de l'autre ; il vient 

On trouve la même condition en exprimant que l'équation 
aux carrés des différences de (2) a une racine nulle (181). 

II. Considérons l'équation complète 

ax' + 3bx' + 3rx+ rf = 0, (2) 

ou sous forme homogène 

fljc^ + 3bxy -t 3cxy' + dy^ -- 0. 
Une racine double satisfait aux équations dérivées: 
0x2 ^ 2bxy + cy^ =0, bx^ + 2cxy + dy^- - 0. 



n On peut sous entendre que y est une variable d'homogénéité dont 
la valeur est arbitraire ou égale à l'unité. 
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' 



Si Ton élimine, tour à tour, jr* et x*, on obtient les égalités 

(ad — bc)x-\ 2{bd —d')y = 0, 2{b^ — ac)x + (bc— ad)y = 0. 

Entre celles-ci il est facile d'éliminer les variables; on trouve 



(ad — bcY — A(ac — b^) (bd — r^) - 0. 



(3) 



Comme l'équation (2) peut se ramener à la forme 
^ -\- px + q ■-= 0, le descriminant peut être mis sous la 
forme Ap^ + 27^^ Effectivement, si Ton multiplie Tégalité 
(3) par a^, quelques transformations faciles donnent 

(2b'' — ^abc-\- ca'Y + A(ac — b^f - 0. 

III. Prenons encore Téquation du quatrième degré 

x^ + Abj^y ^ bçxY + Adxy' -^^ ey' = 0. 



Les équations dérivées sont 

ax» 4- 3bx'y + 'icxy' -\ dy' = 0, ) 
bx" + 'ic^xy + 3dxy' + ey'' - 0- j 

En appliquant la méthode dialytique (175), on obtient 



(4) 



a 



3b 


3c 


d 






a 


3b 


3c 


d 






a 


3b 


3c 


d 


3c 


3d 


e 






b 


3c 


3d 


e 






b 


3c 


3d 


e 



= 0. 



On peut aussi éliminer, tour à tour, y^ ou x^ entre les 
équations (4) ce qui donne deux équations du 2^ degré ; 
éliminer entre celles-ci, tour à tour, y"^ ou x*, d'où deux 
équations du 1er degré, enfin, éliminer x et j' entre ces 
dernières. 

Le discriminant de l'équation proposée se ramène à la forme 



ou 



/3 _ 27y^ 
/ - ae — Abd + 3^^, 
j = ad^ H- eb^ + c" — ace 



2bcd. 
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Exercices et notes. 

1. Appliquer la méthode des racines égales aux équations 

x8-7jc7-2;c<^+ 1 1 8x« - 259x* - 83a:8 - 61 2x*-108x- 432 = 0, 
x» + 2jc8+x' + 6x« + Tx"^ — 2x^ + Sjc^ + 2^^ — 12x — 8 = 0. 

2. Conditions d'une racine triple de léquation 

x^ + AjcM Bx + C=0 

Tirer x de F"(x) = et substituer la valeur dans F(x) = 0, F(x) = ; 
ou identifier F(x) avec (x - af (x - b). 

3. Trouver les conditions nécessaires pour que (x -f yy divise 

xp 4- ax^-^y"^ + bx^'^^y'"^ + cx^^-^y^^y^. 

4. Trouver les racines multiples de 800x* - 103x« - x -f 3 = 0. 

Il est avantageux de remplacer x par — • 

5. Exprimer que l'équation x^^ -\- px -\- g =^ a une racine double 

6. Déterminer un polynôme entier en x du septième degré F(x), sachant 
que F(x) -f 1 est divisible par (x- 1)* er F(x) - 1 par {x + 1)* . 

Quel est le nombre des racines réelles de l'équation F(x) — 0? 

F'(x) a la racine triple 1 et la racine triple - 1 ; donc 

F(x) = a {X— 1)8 (x + 1)' - a{x^—3x^ + 3x* — 1), 

a étant une indéterminée. On en déduit 

F(x) - alj^^^x^ ^x\ -\- b. 

35 
Les conditions F(l) + 1 = 0, F( - 1) - 1 = donnent ô = 0, « = Tg- 

L'équation F(jt)=:0 a la racine x= et deux autres racines réelles symé- 
triques (A déduire du théorème de Roi le, chap. XI). 

7. Soient F (x) et/(x) deux polynômes premiers entre eux. Si l'éqilation 
F* (x) +/* (^) ~ a une racine double, cette racine vérifie l'équation 

F''(aî)+/'(X) = 0. 

8. Déterminer k de manière que l'équation 

x^ + i.x*-[- lOa:» +1=0 
ait une racine double. 
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CHAPITRE XI. 

THÉORÈME DE ROLLE. 



193. Lemme. — Lorsque x variant d'une manière continue 

rf^ — oo à -j- oo passe par une racine de V équation F(a;) = 0, 

F(x) 
le rapport p, ' passe du négatif au positif. 

Soit a une racine d'ordre p ; nous aurons 

Y(x)^ (X— fl)P(^{x), 
f\x) =p(x- a)p- V (X) + (X - fl)>' (x\ 

(p(x) étant un polynôme qui ne s'annule pas pour x = a. 
Par suite, 

F(x) x — a ^ (p{xY ria±h) h^ (p{a±hy 

Si h est un nombre positif suffisamment petit pour que 
(p(x) n'ait pas de racine dans Tintervalle {a—h^ û + A); 

le quotient ^y r^ a une valeur finie, tandis que ^ a une 

valeur infiniment grande. On conclut 

r{a-h) f\a+h) 

f{a — h)^ ^' F(fl t-/r) 

194. Corollaire, — Si a est p fois racine de F(x) = 0, la suite 
¥(x\ f\x\ r\xl ..., F<p-')(x), F(p)(x) (1) 

n'a que des variations pour x a — A et que des perma- 
nences pour X - a + A, pourvu que h soit positif et suffi- 
sament petit. 

En effet, a étant racine des équations 

F(x) = 0, f\x) 0, F\x) ^^0, ... , F(P-^)(x) = 0, 

deux termes consécutifs de la suite (1) ont des signes 
contraires pour x ^ a — A et le même signe pour x = a + A. 

195. Définitions. — Deux racines réelles, a et 6, d'une équation 
sont dites consécutives, quand elles ne comprennent aucune ' 
autre racine. 
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On dit qu'une racine de l'équation F(^) -= est séparée 
lorsque l'on connaît deux nombres a et ^, qui comprennent 
cette racine et qui ne comprennent que celle-là. 

Pour déterminer les racines incommensurables d'une équa- 
tion, il importe de savoir séparer les différentes racines, 
c'est-à-dire de trouver deux nombres comprenant une racine 
et une seule. Le théorème de Rolle peut, dans certains cas, 
servir à résoudre ce problème. 

196. Théorème de Rolle. 

lo Deux racines consécutives (Tune équation f{x) - 
comprennent un nombre impair de racines réelles de V équa- 
tion dérivée F'(x) - 0. 

2o Deux racines consécutives de V équation dérivée com- 
prennent au plus une racine réelle de la proposée. 

3o U équation f{x) = a, au plus, une racine réelle plus 
grande que la plus grande racine réelle de F'(x) et, 
au plus, une racine réelle plus petite qtie la plus petite 
racine de F\x) =-■ 0. 

lo Soient a et b {a<Cib) deux racines réelles consécutives 
de F{x) 0, et soit h un nombre positif aussi petit qu'on 
veut. D'après le lemme démontré ci-dessus, 

F(a+A) Fjb^h) 

r{a+h)^ ' Y\b—h) ^ 

Or F(a -f- h) et f(b — h) ont le même signe ; autrement, 
entre a-^h ei b — A il y aurait au moins une raciue de 
F(x) (127), ce qui est contraire à l'hypothèse. 11 en résulte 
que f\a + h) et ?\b — h) sont des signes contraires ; par 
conséquent F'(x) a un nombre impair de racines comprises 
entre a -{- h et b — h on, ce qui revient au même, entre 
a et b, 

2o Soient a et /î (a<ifi) deux racines réelles consécutives 
de F(x). Si elles comprenaient plusieurs racines a, b, ..., 
(a <^b ..,) de ¥{x), F(x) aurait au moins une racine a' 
comprise entre a et b, etc. ; a' étant compris entre a et p, 
les racines a, fi ne seraient pas consécutives. 

30 Si F(x) avait plusieurs racines a, 6, ... (a -< ô ...) plus 
grandes que la plus grande racine k de F'(x), les nombres 
a, b comprendraient au moins une racine A' de F'(x), ce 
qui implique contradiction, A' étant plus grand que L 
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Raisonnement analogue pour la plus petite racine de 
P(x) - 0. 

Reanirqae. — La courbe représentant Téquation y = F(x) 
rend très bien compte du théorème de Rolle (fig. 18). 

Deux racines consécutives Fig. 18. 

de réquation F(x)-=0 corres- 
pondent à deux intersections 
consécutives A et B (ou B 
et C) de la courbe avec Taxe 
OX. 

Entre A et B, par exemple, 
la courbe présente un point 
maximum D où la tangente est parallèle à OX ; entre B et C, 
nous rencontrons trois points E, F, O où la tangente est 
horizontale ; entre les points D, E qui correspondent à deux 
racines consécutives de l'équation F(x) = 0, nous rencon- 
trons un point d'intersection (et un seul) avec OX ; entre 
E et F, la courbe ne rencontre pas cet axe. 

197. Théorème. — Les racines réelles de t équation dérivée 
f\x) = peuvent servir à séparer les racines réelles de 
Pikfuation primitive F(x) - 0. 

Soient ai, ôi, Ci, ..., A les racines réelles, supposées dis- 
tinctes, et rangées par ordre croissant, de F'(x) = 0, et 
considérons la suite (appelée suite de Rolle) 

— ex?, Ui, b,, Ti, . . . , /„ -j- oo. (2) 

D'après le théorème précédent, deux termes consécutifs de 
cette suite comprennent, au plus, une racine de F (x). 
Substituons les nombres (2) à x dans F(x) et considérons les 
signes des quantités 

F(-oo), F(aO, F(6J, F(t\), ..., F(A), F(oo). (3) 

Les variations de cette suite de signes font connaître les 
intervalles de la suite (2) qui comprennent une racine de 
F(x) et une seule. Par exemple, suivant que F(û:i) et ?(b^ 
sont de même signe ou de signes contraires, F(x) n'a pas 
de racine comprise entre a^ et ô, ou en a une seule appar- 
tenant à l'intervalle (ûi, ôj. 

Si l'un des nombres a,, Ai, ..., par exemple ô„ annule F(x), b^ 
est une fois de plus racine de F(x) que de F'(x) (183). Pour 
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voir si les intervalles (ûi, éj, ibi, a) comprennent une racine 
de F(x), on compare les signes de F(fli) et F(bi — A), et ceux 
de F{bi + h) et F(a), à désignant une quantité positive très 
petite {*). On ne peut avoir à la fois Fiai) ^ 0, F{bi) = 0; 
car la dérivée F{x) aurait alors une racine comprise entre 
di et 6„ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Application. — Séparer les racines de l'équation 

F(x) = 3x* — 20^3 + 36x* — 7 = 0. 

D'après le théorème de Descartes, il y a une ou trois 
racines positives, une racine négative. L'équation dérivée 

F\x) = 12jc(x« — 5x + 6x) - 
ayant les racines 0, 2, 3, nous formons le tableau : 

X,.. — oo, 0, 2, 3, ^ oo 
F{x) ... + c», — 7, 25, 20, + oo. 

Les variations de la seconde ligne montrent que F{x) a 
une racine négative et une seule racine positive, comprise 
entre et 2. Comme F(l) = 12, la seconde racine est < 1. 

198. Théorème. — Si r équation F(x) - a toutes ses 
racines réelles et inégales, les racines de V équation dérivée 
F' (a:) = sont réelles, inégales et séparées par celles de F(x) — 0. 

En effet, soient a, b, r, ..., k, l les m racines de F(x) 
supposées distinctes et rangées par ordre croissant. Chacun 
des {m— \) intervalles (a, ô), (6, r), ..., (A, /) comprend au 
moins une racine de F'(x) ; comme celle-ci est de degré 
(m — 1), il y a précisément une racine dans chacun des 
intervalles. 

199. Remarques. — 1. Le théorème (198) subsiste encore 
dans le cas des racines égales, pourvu qu'une racine d'ordre p 
compte pour p racines consécutives. 

Pour fixer les idées, supposons que b soit p fois racine 
de F (x) et représentons la suite des racines par 

a, 6„ b., ..., ôp, r, rf, ..., /, (4) 

où 6i =- 6.J = ... 6p = b\ cette suite offre {m — 1) intervalles. 
Comme b est {p — 1) fois racine de F'(x) = 0, on peut attribuer 



(•) Les signes de ?(bi - h) et F(^i + h) sont ceux de - F'(^i - h) et 
F'(^i -f h) (193) et ces derniers signes se déterminent facilement. 



I 
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une racine à chacun des intervalles formés par la suite 61, ôa,..., 
bp ; les autres intervalles de la suite (4) comprennent au 
moins une racine de F^^). On en conclut que toutes les 
racines de P(x) sont réelles et séparées par les racines de F(x). 

II. On démontre, de la même manière, la proposition 
suivante : 

Si r équation f(x) - ^z p racines œmprises entre deux 
nombres donnés, V équation F'(x) ^ en a au moins p — 1 
dans le même intervalle, une racine d'ordre q étant comptée 
pour q racines simples. 

III. Réciproquement, si Véquation F'(x) = a p' racines 
réelles dans un intervalle donné, Véquation F(x) =z en a^ au 
plus, p' + 1 dans le même intervalle. 

Car de /?' ^ /; — 1 on déduit p :^p' -{- \, 
Il résulte de là que F(x) a, au moins, autant de racines 
imaginaires que F'(x). 

200. Application. — Conditions pour que l'équation 
f(x) = A„x8 { 3A,x'' + SA^Jf + A3 - 
ait trois racines réelles et inégales. 

Soient a, 6, c ces racines rangées par ordre croissant. 
D'après le théorème de Rolle, f\x) a une racine a comprise 
entre a et ô, et une racine ^ comprise entre b et c. Inverse- 
ment, F(x) a une racine a comprise entre — 00 et a, une 
racine b entre a et /?, une racine c entre /? et + ^- Donc 
si Ao > 0, la substitution de 

— oc, a, A 4-oc 

à la place de x donne à F(x) les signes 

h h. 

Donc F'(x) a deux racines réelles a, p et F(a) F(/î) <^ 0. 

L'inégalité F(a) F(/^) < suffit pour assurer la réalité des 
trois racines de f{x). D'abord, lorsque les racines a, p de 
F'(x) sont imaginaires ou réelles et égales, le produit 
F(a) F(/S) est, respectivement, un produit de deux imaginaires 
conjuguées ou un carré parfait et, par suite, positif ; donc 
la relation F(a) f{P) <[ n'a lieu que si les racines a, p 
de FXx) sont réelles et inégales. Ensuite, si l'on suppose 
Ao> et a < p, la dérivée f\x), égale à Ao(ir — a) (x—p\ 
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est négative dans l'intervalle (a, ^ ; donc f{x) est décroissante 
et l'on a F(a) > F(/S), de sorte que l'inégalité F(a) f(p) < 
entraîne F(a) > 0, FO?) < 0. 

Le produit F(a) F(/S) peut prendre une forme remarquable. 
En effet, introduisons une variable d'homogénéité y et posons 

f{x^) = A^ + 3A.x«j; 4- 3A,xy^ + A^. 

L'identité d'Euler (188) donne 

3F(jc j) - xF,{x,y) + yFy {x,y) ; 

d'oît, en remplaçant y par 1 et a; par les racines de F'(jf), 

F(a, 1) = i F'y (a, 1), F(^, 1) - i F'y (A D- 

Par conséquent 

F(a) F(^) --= (A,a« + 2Asa + A3) (K^' + 2Aa/« + A3). 
Substituons encore les valeurs 



- A, - Kaî - AoA, - A, + Va\ - AoA,. 

" = â; ^= â;^ ' 

il vient 

(2AÎ - 3A„A,A, + A^Ai!)» -f- 4(AA - Aï)' 



F(a)F(^) = 



a; 

(ApAg AiAg) 4(Ai A0A2) (Aj JKiJK-^) 

a; 

Pour que F{x) ait une racine double; on doit avoir 
Fia) -- ou ¥(fi) 0; on retrouve ainsi la condition (192, II) 

(A0A3 - A.A^)*^ - 4(A; - AoA,) (Aï - A. A3) - 0. 

Exercices et notes. 

1. Appliquer le théorème (197) aux équations 

x^ — tx^ -j- 9x — 10 - 0, ;f^ - 12;f + 3 - - 0, 

x" + 8x^ - Ux^ —5 = 0, 3x* — 4x^ — 6x' + 12^* — 7 = 0. 

x^ — 2x' ~ 8x — 5 = 0. 

2. Soit F(a7) = une équation algébrique ayant toutes ses racines réelles. 
Les équations dérivées F'(^) = 0, F"(.r) = 0. ... ont toutes leurs racines 
réelles. Plus généralement, si l'équation homogène F(.r,^) = n'a que 

des racines réelles, il en est de même de l'équation F x^wi = 0. 
NEUBERO. - Algèbre. 12 
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(a?* - l)m 

3. La /wc dérivée de ^-^^jj — — est désignée par Xm et appelée polynôme 

de Legendre (Paris 1752-Auteuil 1833). L'équation Xm = a /w racines 
comprises entre - 1 et -f L 

4. Si m est impair, l'équation 

r{x)=— + ±-- + ±-—+... + x + a^O (1) 
fn m — 1 m — z 

a une seule racine réelle. Si m est pair, elle a deux racines réelles au plus. 
On a f\x) = ' —' Quand m est impair, on a constamment F(x) > 0; 

X — 1 

donc F(jc) croît sans cesse avec x et s'annule pour une seule valeur de x, 
de signe contraire à a. Quand m est pair, F'(jc) s'annule pour une seule 
valeur réelle jt= - 1, qui est racine simple de F'(jc) ; de plus, F'(jic) < 
ou ^ suivant que jc <[[ - 1 ou ^ - 1, de sorte que F(jc) décroît 
dans l'intervalle (- co, - 1) et croît dans l'intervalle (-1, ex?). Donc, si 
F( — 1) ^ 0, toutes les racines de ¥(x) sont imaginaires. Si F( - 1) <[[ 0, 
F(jc) a une racine dans l'intervalle ( - oo, - 1) et une seconde racine 
dans l'intervalle ( - 1, -f ooj ; celle-ci est comprise entre - 1 et ou 

est positive suivant que a est positif ou négatif. Enfin, si F(-1) = 0, 
Y(x) a une racine double x = - 1 et n'a pas d'autre racine réelle. 

L'équation (1), par la substitution J- = t;*' devient 

5. Si k est un nombre réel, deux racines consécutives de l'équation 
Y (x) = comprennent un nombre impair de racines de l'équation 

Fi (x) =F{x) ^ kF{x) = 0. (Waring, 1734-1798). 

Fi (x) jouit des propriétés de F'(.r) qui interviennent dans le théorème de 
Rolle. En effet : lo Une racine d'ordre p de F(x) çsi p - \ fois racine 
de Fi(x), 2o Si h est un nombre positif assez petit, les rapports 

F(fl - h) F{a+h) 
Fi (a -A)' FM+à) 

ont des signes contraires ; car, si a est p fois racine de F(x), on a 

Fia + h) =^F(P>(«) + .., F.(fl + h)=—^^^ F'PXa)+ .., 

et les signes de F(a + A), Fi(a + h) sont ceux des premiers termes de 
leurs développements. Cela posé, si a et b sont deux racines consécutives 
de F(^), F(a*-f- h) et ¥(b - h) étant de même signe, ¥i(a + h) et Fi (b-h) 
sont des signes contraires. 
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Remarques. - I. Les racines réelles de F 1(^7), jointes à - 00 et + 00 
peuvent servir à séparer les racines de F(^). 

II. Si f(x) a p racines réelles, fi(x) en a au moins/? - 1 ou plutôt en 
a au moins p, car f(x) et Fi (x) sont de même degré. 

III. Si f(x) n'a que des racines réelles, il en est de même de ?i(x). 
6. Si f(x) a toutes ses racines réelles, il en est de même de 

Fp(x) = floF i^) + fl.P W + a^^'^x) + - + ûpF*HJf), 

Aq, ûp flj,... étant des constantes telles, que le polynôme 

ait toutes ses racines réelles. HeRMITE (Dieuze 1822 -Paris 1901). 
En effet, considérons les polynômes 

f,(x) = f{x)-k,f\xl F,(x) = F,(x)-A,P.(x), ... 
Fp(x)=F^,(x) -k^F^,{x)=f{x)-Sk, . F(;c) + 2k,k, . F"(x) ... . 

Toutes leurs racines sont réelles (ex. 5). Prenons pour ki^ k2,...kp les 
racines de /(a?), etc. 

Remarque. - Plus généralement, Y^(x) a au plus autant de racines 
imaginaires que F (x). 

7. (p(x) = f{x) + flF(x) + a^F\x) + ... + a^F^\x) 

2Lf au plus, autant de racines réelles que F(;r). (Hermite.) 

On a q?(x) - a(p'{x) ==^Y^(x); donc, d'après l'exercice 5, F {x) a au 
moins autant de racines réelles que (p{x). 

8. Soit F{x) une fonction entière de degré m, et posons 

F,(x) = F(jr)-*(x-A)F(jr); 

deux racines consécutives de F{x) comprennent un nombre impair de 
racines de Fi(ir; (on suppose F (A) / 0). 

La suite formée par - 00, les racines de {x - X) Fi{x) et + 00 peut 
servir à séparer les racines de F (x). (Warino.) 

En effet: lo Si a est )t7 fois racine de F (x), il est (p ~ \) fois racine 
de F i (./•). 2o Si h est un nombre positif assez petit,- ¥(a - h) fi(a - h) 
a le signe de k(a - X), tandis que F(a + h) Fi(a + A) a le signe 

contraire. Donc, a et ô désignant deux racines consécutives de ¥{x), 
f(a -}- h) et ?(b — h) ont le même signe, et le produit Fi(fl + Aj Fi (ô- A) 
a le signe de — (a - A» (ô - X). Par conséquent, s\ a < b < X om k 
< a *^ b, a et ô comprennent un nombre impair de racines de Fi{x) 
et si a < X < b, a ti b comprennent un nombre pair de racines de 
Fi(a;) ou un nombre impair de racines de l'équation {x - X) Fi(a7), etc. 
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Remarque. - Si ?(x) 2ip racines réelles, f\(x) en a au moins (p - 2)\ 
elle en a au moins p lorsque X n'est pas compris entre la plus petite et 

la plus grande racine de ?(x) et que k /- — » car F(:^r) et f\(x) étant de 

m 

même degré, les nombres de leurs racines réelles sont de même parité. 

Réciproquement, si Fi(a?) a ^ racines réelles, ?(x) en a, au plus, q + 2. 

9. Soient /(x) le quotient et (p (x) le reste de la division de F(x) par 
F'(x). Les racines de F'(x) = séparent celles de (p(x) = 0, et les racines 
de l'équation f{x)(p{x)= séparent celles de F(x) = 0(*). 

Pour toute racine a de F(x') =0, on a F(fl) = (p{a), et si F'(x) est 
divisible par (x - û)p et que F{a) = 0, F(x) et (p{x) sont divisibles par 
{x — fl)p . Pour la seconde partie du théorème, on applique l'exerdce 8 
à F(x) - /(x) F'(x). 

10. Si l'on multiplie les coefficients d'une équation 

F(x) = AoX"^ + Al x^-' + ... + A„ == 

par les termes correspondants d'une progression arithmétique, l'équation 
nouvelle a au moins une racine entre deux racines consécutives de F(x), 
excepté entre la plus petite racine positive et la racine négative qui 
précède 

Soient c - mb, c - (m - \) b,..., c la progression. L'équation nouvelle 
est Fi (x) = cf(x) - bxF(x) = 0. Appliquer l'exercice 8. 

Corollaire. - Si F(x) a p racines positives, n racines négatives, v 
variations, et quep, /ï, i', sont les mêmes nombres relatifs à Fj (x), on a 

Pi ^A riy^n, ou pi^p - l,n,^n - If 

suivant que les termes de la progression c - mb^ c - (m - 1) A... ,r 
sont tous de même signe ou qu'il j^ en a de positifs et de négatifs. 

Car chacun des intervalles formés par les racines positives de F(x) 
comprend au moins une racine de Fj (x), d'où P\'^P - 1. Dans le 1" 

cas, V = V] ; V - p ti v\ - p\ étant des nombres pairs, p\ - p est pair, 
et l'on a pi^p. Dans le 2dcas, v et v\ sont de parités différentes, etc. 

11. F(x) = I+ -+ _+ . .^ + 



1 ' 1.2 •• • 1.2../Î 
ne peut avoir deux racines réelles. (Sylvester. Londres, 1814-1897). 

On a F{x) - F\x) = -^-^ ; appliquer l'exercice 5. 

1.Z../Z 



(•) Nous disons ici que des nombres rangés par ordre croissant séparent 
les racines d'une équation donnée lorsque deux termes consécutifs de la 
suite comprennent une seule racine ou n'en comprennent aucune. 



- 181 — 

12. F(x)^l + ax 4-gli±i)x»+...4. '^(^+ 1)-(^+/^- 1)^ „ 

ne peut avoir deux racines réelles, si a ^ ou si a <[[ - /i. (Sylvester) 
On trouve aisément l'identité 

Fw - i (l-x)FVi^ ^"+^^'V'>-^t + ^~^^ ^ 
fl 1. 2. (/e — 1) 

D'après l'exercice 8, les nombres - oo, 0, 1, c» séparent les racines 
de F(a?) = 0. Le cas de a ^ est facile ; si a = - a', on observe que 

F(x)^l-a'x4. ^^^x^-... + (_i)-^V-l)-(a'-/^+l)x°; 

d'où, en réduisant les trois premiers termes, puis les quatre premiers, etc, 

=.(_,)« ia'-l)ia'-2) ia'-n) ^^^ 

i.z..n 

1 X x° 

13. (p[x) =—4-——— + .. + 



pi ' (p+iy. ' •• ' (p + n)\ 
ne peut avoir deux racines réelles. (Sylvester) 

Posons 

;(7!"^ (p + 1)! "^ ••• "^ 05 + «)!^ ^^''^' 



de sorte que F(a?) ^a7P9'(a7). On a 



JC« 



F(P)(a?) ayant au moins p-2 racines imaginaires (voir ex. 11), il en est 
de même (199, III) de F(a?), et aussi dt(p(x). 

14. Soit F(^) une fonction entière de degré /n, et soit 

/{x) = Oo + a^x 4- ûoX^ + ... + ûpJfP 

une fonction dont toutes les racines sont réelles. On effectue la division 
de 1 par /(a?) suivant les puissances croissantes de x; soit 

le quotient ainsi obtenu. Démontrer que la fonction 

(p{x) = b.Fix) + b,F{x) + b,?"{x) + . . . + é„F(«»^ (X) 
a. au plus, autant de racines réelles que F{x). (Poulain.) 
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Il suffit de démontrer (ex. 6) que 

¥{x) = a^x) + a,<p\x) + a.(p'\x) + ... + a^(p^^\x) 

Or, si l'on arrête le quotient t-t au terme ^ma?™, le reste correspon- 
dant a la forme a7ni4-iV'(^),V(^}<^ésignantunefonctionentière, et l'identité 

1 = (60 + 6iJf + ... + b^x"^) (ûo + fl,xH-... + a^) -f;c"»H^,(x) 

donne les és:alités 

OÙ l'on suppose «1 = si / ^ p^ ti bi =^ si / ^ /w. 
On a ainsi les relations 

cp(x) = Kf{x) + bf\x) + ... + 6„,F-)(x), 
cp\x) = boFix) + ... + 6™_.F(-)(x), 

9?(«»(x) = *oP"'H^) ; 

ajoutons-les membre à membre après les avoir multipliées respectivement 
par flo Al f • • • Am, et tenons compte des relations (a) etc. 

15. Soient /«„ , rtii , /»« , ... /Wm les coefficients du développement de 
(1 -\- 2)". Démontrer que l'équation 

ml -I mjx + mlx^ + ... -h /TZmX" = 

a toutes ses racines réelles. (H. Laurent) 

Cette question ne diffère pas essentiellement de l'exercice 3. En effet, 
si l'on pose « = (z* - 1)™, l'équation u(m) — a /w racines comprises 
entre - 1 et + 1. Or, si l'on pose a^ (z - 1)"», ^ ^ (2 + l)nï, on trouve 

Le terme général de u{m) est /Wna^"^^<»"-"^ ou 

m„X/7Z(/7Z-l)...(/7Z-/Z+l) (-?-!)'"-" X/W(/7Z-l)...(/Z+l)(2-t-l)" 

- 1.2.3.../7i./wJ(z- 1 )"» -" (^+ 1)°. 

2 + 1 

Donc, si l'on fait _ , = a:', on a 
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CHAPITRE XII. 



THÉORÈME DE STURM. 



201. Fonctions de Sturm. — Soit V = une équation 
algébrique, à coefficients réels et n'ayant pas * de racines 
égales, et soit Vi la dérivée de V. Faisons sur V et Vi les 
opérations du p. g. c. d., mais en changeant à chaque opération 
le signe du reste, et en prenant le reste ainsi modifié pour 
diviseur de la division suivante. 

Désignons les restes, changés de signe, par Vg, V3,...Vr, et 
les quotients par Q,, Q2,...,Qr-i; nous aurons les identités: 

V = V,Q, - V„ 
Vi = V,Q, - V3, 



V„-, = V„Q, - V, 



n+lt 



(1) 



Vr-. = Vr_.Q._. - Vr. 

Les fonctions V, V^ n'ont pas de facteur commun, puisque 
les racines de V - sont inégales ; donc le dernier reste Vr 
est indépendant de x et différent de zéro. 

On appelle fonctions de Sturm les quantités 

V, V„ V„ ..., V,. (2) 

202. Théorème de Sturm. — Soit W une équation 
algébrique à coefficients réels et qui n'a pas de racines 
égales. Le nombre des racines réelles de cette équation^ 
comprises entre deux nombres réels a^ ^ (« <! /î), est égal au 
nombre des variations perdues par la suite de Sturm relative 
à V, quand on substitue à x le nombre a, puis le nombre p. 

Autrement dit : écrivons sur une première ligne les signes 
des résultats qu'on obtient en remplaçant dans la suite des 
fonctions de Sturm x par a ; écrivons sur une seconde ligne 
les signes des résultats qui correspondent à x = /î. Soient 
na le nombre des variations de la première ligne, np celui 

de la seconde ligne : la différence na — np est égale au 

nombre des racines de V, comprises entre a et /S. 
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Le théorème résulte des propriétés suivantes de la suite (2) : 

lo Les fonctions V, Vi, Vj, ..., Vr_i sont continues. 

2o Le dernier terme Vr a un signe invariable. 

30 Deux fonctions consécutives ne peuvent s'annuler pour 
une même valeur de x 

40 Si une valeur x = y annule une fonction intermédiaire Vn, 
les fonctions voisines Vn-i et Vn^-i ont, pour x -- y, des 
valeurs de signes contraires. 

50 Enfin, quand x traverse, en croissant, une racine de 

V 
réquation V = 0, le rapport r^ passe du négatif au positif. 

Les deux premières propriétés sont évidentes. Pour 
démontrer la troisième, considérons l'identité 

V„_, = V„Q, - V„^,. (3) 

Si une même valeur de x annulait Vn et Vn+i, elle 
annulerait aussi Vn-i; annulant Vn_i et V„, elle annulerait 
Vn-2; et ainsi de suite. Donc V et V^ aurait un facteur 
commun, ce qui est contraire à Thypothèse (182). 

Soit y une racine de Vn - ; si Ton remplace x par y dans 
l'égalité (3), on trouve Vn-i = — Vn-f i. Donc Vn-i et Vn+i ont 
des signes contraires pour toute valeur de x annulant Vn. 

V 

Si y désigne une racine de V -- 0, le rapport -rr- est négatif 

^1 

pour X = y — h et positif pour x ^ y + h (193). 

Cela posé, faisons croître x d'une manière continue de a à ^8. 
La suite des signes des fonctions de Sturm ne peut éprouver 
de changement que lorsqu'une fonction passe par zéro. 
Examinons successivement le cas où x passe par une valeur 
annulant une fonction intermédiaire V,, Vg, ..., Vr_i, et celui 
où X passe par une racine de V. 

Soit y une racine de Vn ; pour x == y, Vn-i et Vn^-i ont des 
signes contraires. Si h est suffisamment petit pour que Vn-i 
et Vn-^i ne s'annulent pas dans l'intervalle {y — A, y -\- A), les 
signes des fonctions Vn-i, Vn, Vn4i sont, par exemple, 

Vn-i, Vn, Vn+, 

X ^ y — h + « — ; 

X- y + « — ; 

X -^ y + h -\- f, — . 
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Quel que soit le signe de Vn pour x ^ y — h ti pour 

X = y -f A, les trois fonctions présentent une seule variation, 

tant pour x = y — h que pour x = y + h; seulement la 

variation se déplace si Vn change de signe au passage de x 

par la valeur y. 

V 
Si y désigne une racine de V, le rapport -rj- est négatif 

pour X ^ y — h, positif pour x -^ y + h ; donc, quand x 
traverse, en croissant, une racine de V, la suite de Sturm 
perd une variation qui était placée entre V et Vj. 

D'après cela, lorsque x croît de a à /î, la suite de Sturm 
perd une variation chaque fois que x passe par une racine 
de V et n'en perd que dans ce cas ; en outre, elle n'en 
gagne jamais. Donc la différence entre les nombres de variations 
qui correspondent respectivement à jc = /î et à jc -- a, est 
égale au nombre des racines de V, comprises entre a et /î. 

203. Remarques. — I. Pour faciliter les divisions qu'exige 
le calcul des fonctions de Sturm, on multiplie, s'il y a lieu, 
un dividende par un nombre convenablement choisi ou l'on 
divise un reste par un facteur commun à ses coefficients (*). 
Les facteurs introduits ou supprimés doivent être positifs. 

II. Si l'on sait qu'une fonction Vp de la suite de Sturm 
conserve un signe invariable dans l'intervalle (a, fi), on peut 
arrêter la suite à Vp. Cette remarque résulte de la démons- 
tration donnée ci-dessus. 

III. Le théorème de Sturm est applicable. à toute suite de 
fonctions V, Vi, ... Vr jouissant des propriétés énoncées 
ci-dessus ; il n'est pas nécessaire que V, soit la dérivée de V 
ni que les fonctions se déduisent les unes des autres par le 
procédé du p. g. c. d. 

IV. La 5e propriété pourrait être remplacée par celle-ci : 

V 
le rapport -rj- passe du positif au négatif chaque fois que x 

passe par une racine de V. Dans ce cas, le nombre des 
racines comprises entre a et /S est égal au nombre de varia- 
tions gagnées par la suite de Sturm quand x passe de a à ^8. 



O Les fonctions ainsi modifiées continuent à être désignées par V, Vi, 

V 8 I ... 
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V. Si a ou /S annule une fonction intermédiaire Vn , on 
compte une variation pour les trois fonctions V„-i, V„ , Vn+i. 

Si a est racine de V, on donne à V le signe de — Vi. 
Cela reviept à faire la substitution x =- a — h. Les signes 
de Vi, Vo, V:o ... sont les mêmes pour a — h que pour a. 

De même, si p annule V on donne à V le signe de Vj: 
on est censé substituer fi + h k x dans la suite de Sturm. 

204. Exemple. - Soit Téquation V = x' — 2x^ + x — l = 0, 

Le théorème de Descartes indique une ou trois racines 
positives ; celui de Sturm donne une indication plus précise. 



Voici le tableau des calculs: 



V - X* - 2x'^ + X — 1 
(*) 4x* — 8x' + 4x— 4 
— V, = — 4x^ -^ 3x — 4 
4x^ — 4x + 1 

3x2 _ 8x -f 1 
(♦) 12x2 _ 32x + 4 
- V3 = — 23x — 8 
4x'^ - 3x + 4 
2116x2- 1587X+ 2116 
- 736x 



4x-^ — 4x + 1 - Vi 



4x2 — 3;^ _|_ 4 



X, + 3 



n 



23x + 8 



92x — 101 



- 2323X + 2116 

+ 808 

+ 2724 



-V, =^ 
Ainsi : 

V = X* — 2x2 + X — 1, v^ _ 4^3 _4^ ^ i^ 
V2 - 4x2 _ 3x + 4^ V3 - 23x + 8, V, = — 2924. 

On a ensuite : 

V V, V, V, V, 

x= ...— + + + — 

Pour X - 0, la suite a deux variations ; pour x = oo, 
une variation. Comme une variation se perd, l'équation a 
une seule racine positive. 



(•) On multiplie par 4. 
(••) On multiplie par 232. 
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205. Conditions de réalité des racines. — Le nombre des 
racines réelles de V est égal au nombre de variations que 
perd la suite du Sturm quand on y remplace x successive- 
ment par — oo et par + oo. 

Cherchons les conditions nécessaires pour que toutes les 
racines soient réelles. Si V est de degré /w, V, est de degré 
m — 1 et le nombre des fonctions de Sturm est au plus 
égal à m -\ l. Le nombre des variations de la suite de 
Sturm pour jc - — oo est donc plus égal à m. On en conclut 
que la suite doit être complète et que les coefficients des 
premiers termes des fonctions doivent être positifs. En effet, 
les fonctions ont, pour x ^ j: c», le signe du premier terme 
et les degrés des premiers termes sont alternativement pairs 
et impairs ; par conséquent, si les conditions indiquées sont 
remplies, la suite ne présente que des variations pour 
jf == — oo et n'offre que des permanences pour x = + oo. 

Comme les premiers termes de V et Vi ont le même 
signe, le nombre des conditions est au plus égal à /w — 1 ; 
il est inférieur à /tz — 1 si les conditions rentrent les unes 
dans les autres. 

206. Application au troisième degré. — Soit 

V = Jt* + /7X -[- ^. 

Nous aurons 

V, = 3x2 ^ p^ V2 - — 2px — 3^, V3 = — \p>' — 21q\ 
Les conditions énoncées sont 

- /; > 0, \p^ I 27^2 <^ ; 
elles se réduisent à 

4/7^ + 21q^ < 0. 

207. Cas des racines multiples. — Soit X ^ une équation 
ayant des racines égales ; soit X^ la dérivée de X. Appliquons 
le procédé dn p. g. c. d. à X et Xi, en ayant soin de changer 
le signe de chaque reste avant de le prendre comme diviseur 
de la division suivante. Appelons X., X^, ..., Xr les restes 
ainsi modifiés. Comme l'équation X = a des racines égales. 
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X et X, ont un p. g. c. d., égal au produit des facteurs 
premiers multiples de X, chaque exposant étant diminué 
d'une unité ; ce p. g. c. d. est ici Xf. On a donc des identités 

X = XiQi — X2, 
Xi = X2Q2 — X3, 



Xn_, - XjiQn — Xn-fl, 

Xr_j = Xr_iQr_i — X 
Xr-i =^ XfQr. 



n 



Les fonctions X, Xi, X., ...., Xr sont divisibles par Xr ; posons 

— - V — * = V, ^^ = Vr , ^ =. V = 1 

r ^r '^r ■'^r 

V a les mêmes racines que X, avec cette différence que 
les racines multiples de X sont racines simples de V. 

La suite 

V, V„ V,,..., V,_., Vr (A) 

jouit des mêmes propriétés que la suite de Sturm. En effet, 
ces fonctions sont continues et la dernière a un signe inva- 
riable; une valeur de x qui annule Vn donne à Vn_i et 
Vn-hi des signes contraires, car de Xn_, -- X^ Qn — Xn+i on 

V 
déduit Vn_i = Vn Qn — Vn+1 ) cnfiu, le rapport r^> égal à 

^-1 passe du négatif au positif lorsque x passe par une 

racine de V = (193). 

Il résulte de là que si, dans la suite (A), on remplace x 
successivement par a et par /î, le nombre des variations que 
perd cette suite est égal au nombre des racines de V, com- 
prises entre a et /î ou à celui des racines de X, comprises 
dans le même intervalle, abstraction faite de leur degré de 
multiplicité. 

Il est inutile de calculer les fonctions V, V,, V^,.. ; les 
substitutions x = a, x = p peuvent se faire dans les fonctions 

qui ne diffèrent des premières que par un même facteur X^. 
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Théorème de Budan (*) 

208. Théorème. — Etant donnée une équation algébrique 
entière F (x) ■-= 0, de degré m, le nombre des racines réelles de 
cette équation, comptées avec leur degré de multiplicité, qui 
sont comprises entre a et fi > a, est égal, ou inférieur d'un 
nombre pair, au nombre des variations que perd la suite 

F(x), P(x), P'(x),..., Fc-)(x), (1) 

lorsqu'on y fait consécutivement x = a, x = fi. 

Quand x croît d'une manière continue de a k fi^ la suite 
des signes des fonctions (1) ne peut éprouver de modification 
qu'à l'instant où x atteint et dépasse une valeur annulant 
quelqu'une de ces fonctions. 

Considérons d'abord une racine a, d'ordre /?, de F(x). 
On a vu (183) que la suite 

F(x), F'(x),..., pp-»)(x), F^p^x) (2) 

présente p variations pour x - a — h et n'offre que des 
permanences pour x = a f A, A désignant un nombre 
positif aussi petit qu'on veut; donc elle perd p variations, 
quand x passe, en croissant, par une racine d'ordre p de F(x). 
Soit maintenant b une racine, d'ordre q, de F^"Hx). D'après 
la remarque précédente, la suite 

F(")(x), P"-^i)(x), ..., P"+<ï)(x) 

perd q variations, lorsque x passe, en croissant, par la valeur 
b. Par conséquent, lors même que l'intervalle de F^"-^Xx) à 
F^"^(x) acquerrait une variation, la suite 

p(n - r.(x) ^ pn) (X), F(»+»)(X), ... , P"+*Ï>(X) 

ne peut gagner aucune variation, quand x passe, en croissant, 
par une racine d'ordre q de F^"^(a:) -- 0. 



(*) Budan communiqua à l'Académie des Sciences l'énoncé de son 
théorème dès 1803 et la démonstration complète en 1811. Fourier ayant 
donné de ce théorème une nouvelle démonstration plus claire, on lui a 
souvent attribué, par erreur, la proposition elle-même. La démonstration 
de Fourier présente une entière analogie avec celle que Sturm a donnée 
de son théorème. 

Nous suivons ici une Note que M. Fouret a publiée dans les NouveUes 
Annales de Mathématiques, 1892, p. 82. 
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Cela posé, soient /Za, np les nombres de variations que 
présente la suite (1) pour x -= a et pour x = fi. Lorsque x 
croissant d'une manière continue de a k ^ passe par une 
racine de F(x), la suite (1) perd autant de variations qu'il y 
a d'unités dans Tordre de multiplicité de la racine; lorsque 
X passe par une valeur annulant une fonction intermédiaire, 
la suite (1) ne gagne aucune variation. 11 résulte de là que 
la différence ria — ^fi est au moins égale au nombre N 
des racines de F(x) comprises entre a et ^, chaque racine 
étant comptée avec son degré de multiplicité. 

Si N est impair, F(a) et FO?) sont de signes contraires (129) ; 
F^^Xx) étant une constante, les nombres ria, np sont de parités 
différentes ; donc ria — n^ — N est un nombre pair. Sembla- 
blement, si N est pair, F(a) et F(/î) ayant le même signe, 
ria et n^ sont de même parité ; donc ria — np — N est encore 
pair. 

209. Remarques. — 1. On peut arrêter la suite (1) à une 
dérivée qui ne change pas de signe dans Tintervalle (a, p), 

II. Si le nombre substitué a (ou /?) annule une ou plusieurs 
fonctions intermédiaires de la suite (1), on prend pour ria 
(ou np) le nombre des variations que présente la suite pour 
x = a (ou ^), abstraction faite des fonctions qui s'annulent. 

En effet, si a et ^ ne sont pas racines de f{x), on peut, 
pour appliquer le théorème de Budan, substituer a + A et 
/î + A à Jf dans la suite (1), pourvu que h désigne un 
nombre positif suffisamment petit. Les fonctions qui ne sont 
pas nulles pour x a ont le même signe pour x = a -[- A 
que pour x - a. Supposons que a annule les fonctions 
consécutives F^"'(x), F'"^^'(x), ..., F'"^*i-*^(x) ; alors la suite 

présente, pour jt - a 4- A^ autant de variations que la suite 
P"- ï>(a), ... F("+<iX«); car les quantités F^") (a + h\ F^"+iXa + A), ... , 
F(nfq)(a |. /j) ont un même signe (193). Le raisonnement est 
le même quand [i annule plusieurs dérivées de F {x), 

III. Le nombre des racines de f(x), supérieures à un 
nombre donné a, est égal, ou inférieur d'un nombre pair, 
au nombre ria des variations de la suite 

F(a), F'(a), F'(«), ..., F(™)(a). 
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En effet, le nombre de ces racines est égal, ou inférieur 
d'un nombre pair, à la différence na — ^ r^] rnais n ^= 0,etc. 

Si a = 0, on retrouve le théorème de Descartes; car la 
suite 

F(0), 'F(O), F'XO), ..., F(«^(0) 

reproduit les coefficients de F(x) à des facteurs positifs près. 

Inversement, du théorème de Descartes on peut conclure 
le cas particulier du théorème de Budan que nous venons de 
traiter. Car les racines de F(x), supérieures à a, sont les 
valeurs positives de x qui vérifient Téquation 

F{a + x) = F(a)+ xFia) 4^ F» + ... + ^ F(™Xa) - 0. 

210. Cas où toutes les racines sont réelles. — Quand une 
équation f{x) -= Q a toutes ses racines réelles, le nombre de 
ces racines, comprises entre a et /9, est égal à la différence 
des nombres de variations que présente la suite 

?{x\ f\x\ F\x\ ..., F-^\x\ 

quand on y substitue consécutivement a et /î. 

En effet, soient N le nombre des racines supérieures à 
a, N' celui des racines inférieures à a ; le théorème de 
Budan donne 

N ^ //a — /z ^^ N' ^n ^-na^ 

ou simplement 

N</Za N'<^ — ^a d'0ÙN + N'</W- 

Par hypothèse, N -j- N' = /n ; donc le signe <^ est exclu 
des relations précédentes, et N =- /Zq N' = /w — na. 

De même, le nombre des racines supérieures à /? est égal 
à /z^. Donc celui des racines comprises entre a ti ^ est égal 

2i fia— n^^ 

Remarque. — Soient M, N, P les nombres des racines de 
F(x), appartenant respectivement aux intervalles ( — co, a), 
(a, /^), 0^, oo). On a 



M^/ï^— /Za, P^n fi — n 



^1 
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d'où, en additionnant, 

M + P^/n— (/Za — /z/î). 

Supposons que la suite de Budan perde N + 2K variations 
dans lepassagedejc-=aàA:=/î, de sorte que/Za-^/î^N+2K; 
la relation précédente devient 

M + P ^ /n — N — 2K, ou /n — (M + N + P) > 2K. 

Mais m — (M + N + P) est le nombre des racines ima- 
ginaires de F(x). On a donc le théorème suivant : Si une 
équation F(x) = a N racines comprises entre a et fi, et 
que la suite de Budan perde N f 2K variations dans le 
passage de x = a k x = fi, réquation a au moins 2K 
racines imaginaires. 

Exercices et notes. 

I. Soit V, Vi, ..., Vr une suite de fonctions jouissant des propriétés 
suivantes: \o Elles sont continues dans l'intervalle («, fi) et la dernière 
ne change pas de signe (elle peut passer par zéro en gardant son signe); 
2o Une valeur de .t qui annule une fonction intermédiaire Vn , donne 
aux fonctions voisines Vn-i, Vn-fi des signes contraires (sans les annuler). 

Dans ces hypothèses, le nombre des racines réelles de V = 0, comprises 
entre a et fi^ est au moins égal à celui des variations que gagne ou perd 
la suite V, Vi , ... , Vr dans le passage de a? = aàjc = /?. 

En effet, si x varie d'une manière continue, depuis x = a jusqu'à x = P, 
le nombre des variations de la suite (V) ne pourra être modifié qu'à 
l'instant où x atteindra et dépassera une valeur qui annulera V. Si le 

rapport -X-, en s'annulant dans l'intervalle (a, fi), passe X fois du n^tif 
Vi 

au positif, ju fois du positif au négatif et conserve v fois son signe, la 

suite (V) gagne X fois une variation et en perd ju fois une, etc. 

Corollaires. - I. Dans l'application du théorème de Sturm à la suite 
V, Vi, Vî, ..., Vr, oii Vi est la dérivée de V, - V2 le reste de la 
division de V par V 1 , etc., le nombre des variations perdues par une 

partie Vi, Vi+i Vr de la suite dans le passage dtx — akx = P 

est une limite inférieure du nombre des racines réelles de Vi = 
comprises entre a et ^. 

Cette proposition se déduit immédiatement de la précédente. 

II. Si l'équation Vi = a /? racines imaginaires, l'équation V = en 
a au moins p. (Darboux). 
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Soient /i, v les nombres des variations perdues respectivement par les 
suites 

V, V, V,_„ V. , v„ 

V., Vh-„ ..., v„ 

dans le passage de x = - oo à Jt = oo, et soit m le degré de V. On a 
fi ^ V -\- i\ d'où m - n'^m - i - V. Or, fi étant le nombre des 
racines réelles de V, /w - /i est celui des racines imaginaires; m - /étant 
égal ou supérieur au degré de Vj, et vêtant égal ou inférieur au nombre 
des racines réelles de Vi, le nombre des racines imaginaires de Vi est 
égal ou inférieur k m - i - v, etc. 

2. Soient X = une équation qui a des racines multiples, Xi la dérivée 
de X, V et Vi les quotients de X et Xi par leur p. g. c. d. Xr. 

Si a est p fois racine de X = 0, /? est égal à la valeur, pour Jt = a, 
du quotient de Vi par la dérivée V de V. (Sturm). 

De X = Xr V, Xi = Xr Vi on déduit y = Y-SiX = (x - a)^ (p{x), 
on trouve facilement 

y. X. ^ /7y(x) + (x-fl)y'(jf) 
V X {x — a)(p{x) 

V étant de la forme (x - a)/(x), on a V =f(x) + {x - a)f\x) et la 
valeur de V, pour x= a, est égale à /(a) ou égale à la valeur de 

— y. — pour jc = a. Cela pose, faisons x = a dans l'égalité (1), etc. 

Corollaire. - En égalant à zéro le p. g. c. d. de V et Vi - pW't on a 
l'équation dont les racines sont toutes celles de X, de l'ordre de multi- 
plicité /?, prises chacune une fois. (Ostroqradski ). 

3. Soit V = une équation ayant toutes ses racines réelles et distinctes, 
et soit V, Vi, Vg. . ., Vr la suite de Sturm relative à V. 1° Les racines 
de Vi sont réelles et distinctes; 2o elles séparent les racines de Vi+i. 

En effet, si m est le degré de V, les fonctions de Sturm sont au nombre 
de /» + 1 et leurs premiers termes sont positifs (205). Par suite, dans 

le passage de jc = - oo à jc = oo, la suite Vi, Vi+i, . ., Vm perd m - i 

Vi 
variations, ce qui exige qne le rapport y — passe au moins m - i fois 

du négatif au positif en s'annulant ; le degré de Vi étant aussi m - i, 
Vi n'a que des racines réelles et simples. Chaque fois que x passe par 

Vi 
l'une de ces racines, le rapport w — passe du négatif au positif; on 

en conclut, en raisonnant comme pour le théorème de Rolle, que les 
racines de Vi séparent celles de Vj^j. 

NEUBERO.- Algèbre, 13 
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4. En effectuant la division de 1 par 1 + 2ax + a* suivant les puis- 
sances croissantes de a, on obtient un quotient 

Po + Piû + Peu' + ... + Pnû° + ... 

dont les coefficients Pq, P,, ?£! •• sont des fonctions entières de x. Montrer 
que l'équation Pn = a toutes ses racines réelles. 

Au terme P^An du quotient de 1 par 1 + 2ax + a^ correspond un 
reste de la forme RaM-i. De l'identité 

(1 + 2ax + a») (Po + Piû + P2Û' + ... + Pnû") + Ra"+^ = 1 

on déduit 

Po --= 1, Pi + 2PoA: -^ 0, P, + 2PiJf + P„ = 0, 
..., Pn + 2P^_,x + P„_, = 0. 

On peut appliquer l'exercice 1 à la suite Pn , Pn-i, ... , P© ; les premiers 
termes de ces fonctions ayant des signes alternés, la suite gagne n 
vanations quand x varie de - 00 à + <»• 

5. Appliquer le théorème de Sturm aux équations 

x=* — 7x— 7 = 0, X' + X' — 15x2 _^. i9;^_ 3 == 0, 

x« + 3x^ — 4x« + 6x2 _^. i2x — 18 = 0. 

6. Quelles sont les conditions de réalité des racines de l'équation 

x^ + Ax^ + Bx + C = ? 
R^onse : A < 0, 2A(A* — 4C) + QB« < 0, 

16(A* — 4Q* — 4ABHA* — 36C) — 27B* > 0. 

CHAPITRE XIII. 

ÉQUATIONS RÉCIPROQUES. 



FORME GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS RÉCIPROQUES. 

211. Abaissement des éqaations. - Abaisser le degré d'une 
équation, c'est la ramener à une ou plusieurs équations de 
degré moindre. Ainsi, les équations ayant des racines égales 
sont susceptibles d'abaissement (185) ; celles qui ne renfer- 
ment que des puissances paires de x se ramènent à des 
équations de degré moitié moindre, etc. 

212. Définition. — Une équation est dite réciproque lorsque, 

admettant une racine a, elle admet aussi la racine — 

a 
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Exemple. - L'équation 

(X - 3) /x -ij (X + 2) U + l\ (X - 1) = 0, 

admet les racines 3, ^ , — 2 , — y , 1 ; les inverses de ces 

nombres reproduisent les racines. Donc Téquation est réci- 
proque. 
Les racines d'une équation réciproque vont par couples, 

tels que a et -, fi ti ^, ...; toutefois, les racines x = 1, 

X = — 1 sont leurs propres inverses. 
Soit F(x) ^ une équation réciproque. La transformée en 

- admettant les mêmes racines, les coefficients des polynômes 

entiers F(x) et x""? j - J sont proportionnels. Cette remarque 

permet de trouver la forme particulière des équations 
réciproques. 

213. Forme générale des équations réciproques. — L Con- 
sidérons d'abord une équation de degré pair, par exemple 

F(x) =x^+ Ax" + Bx^ + Ot^ + Dx^ + Ex + O = 0. (1) 
La transformée en - est 

X^^ X''^ x*^ x»^ x^^ x^ ' 

si l'on chasse les dénominateurs et qu'on divise par Q, il 
vient 

Les équations (1) et (2) ayant les mêmes racines, on a 

E_ A 2_R ^-r i_ n A__p 1 p, 
0~ ' 0"~ ' 0~^' 0~ ' 0~ ^ Q~ 

La dernière relation donne O* = 1, Q = ± 1 ; les autres 
se réduisent à 

E=±A, D=±B, C = ±C 
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Suivant que Tort adopte les signes supérieurs ou les signes 
inférieurs, Téquatiôn (1) prend l'une ou l'autre forme 

x^ + Ax^ + Bx^ + O' + Bx2 + Ax -f- 1 = 0, (3) 
x6 + Ax^ + Ba^ — Bx« — Ax — 1 --0. (4) 

Donc, une équation de degré pair est réciproque^ si les 
coefficients des termes équidistants des extrêmes sont égaux 
et de même signe, ou égaux et de signes contraires ; dans 
le second cas, il h! y a pas de terme du milieu. 

Ce caractère est encore applicable lorsque le coefficient 
du premier terme de l'équation est différent de l'unité, 

La première des formes trouvées est h forme normale des 
équations réciproques; toutes les équations réciproques s'y 
ramènent 

Pour réduire l'équation (4) à la forme normale, on réunit 
les termes équidistants des extrêmes : 

(x« — 1) + Ax(x* — 1) H Bx^x* — 1) = ; 

supprimant le facteur x* — 1, on trouve 

X* + X* + 1 + Ax(x2 + 1) 4. Bx« = 0, 
ou x^ + Ax« + (1 + B) x« + Ax + 1 =- 0. 

II. Considérons ensuite une équation réciproque de degré 
impair, par exemple 

x^ + Ax^ +Bx8 + Cx« + Dx + E = 0. 

La transformée en - devient, après multiplication par x*' 
et division par E, 

Identifiant les deux équations, nous aurons 

2 = A ^ B 5_c A-D i-E 
E ' E ' E ~ ' E ■" ' E ~ 

La dernière donne E =: i 1 ; les autres se réduisent à 
D = ± A, C - ± B. Donc, l'équation proposée à l'une des 
formes 

x^ + Ax* + Bx» + Bx« + Ax + 1 = 0, (5) 

jc^ + Ajf* + Bx» — Bx' — Ax — 1 = 0. (6) 
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Ainsi, une équation de degré impair est réciproque^ si les 
œefficients des termes à égale distance des extrêmes sont 
égaux et de même signe, ou égaux et de signes contraires. 

Les équations (5) et (6) peuvent être écrites ainsi : 

X'- ±\ + Ax(x^ ±1) + Bx^x ± 1) = ; 
ou en écartant le facteur x db 1 : 

A^ T X» + a:2 T X + 1 + AiX(X^ T JC + 1) +- Bx» = 0, 
ou x^ + (A T l)je + (B T A + l)^ + (A T l)x + 1 -- 0. 

Donc les équations réciproques de degré impair se ramènent 
à la forme normale. 

Abaissement de l'équation réciproque. 

214. Soit une équation réciproque sous la forme normale 

x^ + A,x^-' + AjX^-'^ .. + Ax° + ... + AjX + 1 = 0. (7) 

Prenons pour inconnue auxiliaire la somme de deux 
racines réciproques: 

X + -1 = z ; (8) 

le nombre des valeurs de z est la moitié de celui des valeurs 
de X. Par conséquent, la transformée en z sera du degré n ; 
on l'appelle la réduite ou la résolvante de l'équation (7). 

Pour former la réduite, divisons l'équation (7) par x° et 
rapprochons les termes équidistants des extrêmes: 

'x- + l^+A,(x°-+^j + A,(^x-^+^^ (9) 



Si Ton fait 



x^+-i. = Zp, (10) 



l'équation (9) prend la forme 

Z„ + k.Zj^r + A,Z„_, + ... + An = 0. (11) 

Pour calculer Zp en fonction de z, multiplions, membre à 
membre, les égalités (8) et (10) ; il vient 



\ 
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ou Zp4.i + Zp-1 = ZpZ; 

donc Zp4.i = ZpZ — Zp_i. 

Ainsi, partant des valeurs initiales Zq = 2, Zj = e, on 
obtient les fonctions Z^, Z3 ... , par voie récurrente : chaque 
fonction est égale à la somme des deux précédentes^ respec- 
tivement multipliées par z et par — 1. 

En appliquant cette règle, on trouve 

Z2=Zie-Zo=^'^-2, Z3-Z2Z-Zi=z3-3e, Z,-^^-4^*+2... 

Zp étant de degré p en ^, la réduite (1 1) est bien de degré n. 
Si on la sait résoudre, les valeurs de x résultent de 

X -\ — = z, où ^ est remplacé successivement par chaque 

racine de (11). 
215. Exemple. — Résoudre Téquation 

a:« — 5x^ + Wx" — \tx^ + lia:* — 5x + 1 = 0. 

Divisons par x^ et rapprochons les termes équidistants des 
extrêmes; il vient 

(^+^)-5(.'+l)+ll(x+i)-16=0, 

OU Z3 — 5Z2 + HZ, — 16 = 0. 

Or, Zg = z* — 2, Z3 = z^ — 3z ; par suite la résolvante est 

^3 _ 5^2 _l_ 8^ — 6 = 0. 

La méthode des racines commensurables donne z = 3 ; 
divisant par z — 3, on obtient z* — 2z f 2 = 0, d'où 

z = 1 i: V- 1. 



1 Z ± Vz*— 4 

L'égalité x -| — = z donne x = , et en rem- 

X 2, 

plaçant z par les valeurs trouvées : 

3 ± f5 1 ± V - 1 i V ^2 V^^T^ 

2 ' 2 
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Exercices et notes. 

1. Résoudre 6a^ + 5x^ — 38jc* + 5a^ + 6 = 0. 

2. Trouver la forme générale des équations qui, admettant une racine 
a, admettent aussi la racine - — 

3. Démontrer que Zp+q -}- Zp-q = ZpZq. 

4. Pour généraliser, appelons réciproque une équation qui, admettant 

k 
la racine a, admet aussi la racine — > k étant un nombre donné. Trouver 

la forme générale d'une telle équation. 

Si l'on divise les racines par |^Ar, la transformée est une équation réci- 
proque proprement dite. 

5. Quelles sont les conditions auxquelles doivent satisfaire les coeffi- 
cients d'une équation F(jc) = pour que, si a est une racine quelconque, 
\-a soit également une racine ? 

6. Résoudre àx^ — 25x3 ^ 12x« + 25x + 6 = 0. 

7. Zp étant le polynôme en z défini ci-dessus (214), toutes les racines 
de Zp sont réelles, distinctes et comprises entre - 2 et 2. 

On peut appliquer à la suite Zp, Zp-i, ..., Zi, Zo l'exercice 1, page 
193, en observant que Zi = zZî-i - Zi-2. 

8. Les notations restant les mêmes, l'équation 

Up = Zp + Zp_i + ... + z, + Zo = 

a toutes ses racines réelles, distinctes et comprises entre - 2 et -|- 2. 
Démontrer que Ui = zUî-i-Uî-2, et appliquer l'exercice 1, p. 193. 

9. Si l'on pose x = cos (p -\- i sin ç?, on a Zp = 2 cos p<p, 

10. Ramener au 4e degré l'équation 

(f+4! + ([iZiÇ = 2a. 

1 + X'» 1 — x^ 

11. Résoudre Téquation 

[ix + 2y + x^Y = 8x*(x + 2)«. 
La substitution x + \ =y conduit à une équation réciproque. 

La substitution — ■ — = z conduit à une équation cubique ayant pour 

racine z = 1. 

12. Démontrer que la forme la plus générale du polynôme entier F(x) 

satisfaisant aux conditions F(l - x) = F(x), x^Fl - | ~ F(x) est 



(i) 



(jf-x)"'(*«-x+l)'«[Ao(a:=-a;-|-l)''°+A,(a;'-x4-l)'("-»(x«-x)» 
p, q, n sont des entiers positifs et Ao, ... , An des constantes quelconques. 
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13. Trouver quatre nombres en progression géométrique, connaissant 
leur somme et la somme de leurs carrés. 

14. Résoudre complètement l'équation 

jfi« + jc« +x« — ôx-M- A^ + x2 + 1 = 0. 

CHAPITRE XIV. 

ÉQUATIONS BINOMES. " 



Formes normales des équations binômes. 

216. Les équations binômes sont celles qui ont la forme 

r - A ^ 0, (1) 

A étant une quantité donnée. Les solutions de l'équation (1) 

sont les différentes déterminations de yA. 

Soit a Tune de ces solutions. Si Ton remplace A par a" 
et qu'on pose y =ax^ l'équation (1) se ramène à ac^— 1 = 0. 

m, 

Donc les différentes valeurs de Y A s'obtiennent en multi- 
pliant a par les différentes racines m^s de 1. 

Si A est positif, on peut prendre pour a la racine m^ 
arithmétique de A. Si A est négatif et que a représente la 
racine me arithmétique de sa valeur absolue, on trouve, en 
posant encore y ~- ax^ l'équation x" -f- 1 = 0, de sorte que 
les valeurs de x sont les produits de a par les différentes 

valeurs de y — 1. On peut donc distinguer quatre cas, 
représe;ntés par 

A:2n+i_ 1 =. 0, ;r2n+i + 1 = 0, ^2" — 1 = 0, ;c2n+ 1 = a 

Le second se ramène au premier par le changement de 

.V en — X. L'équation x^" — 1 = se décompose en deux 

autres 

x° — 1 = 0, ^f"^ + 1 = 0. (1) 

Si n est impair, les équations ^1) sont comprises dans les 
deux premiers cas ; si /z est pair, la seconde rentre dans le 
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quatrième cas, et on peut continuer la décomposition de la 
première. 11 y a donc deux équations binômes distinctes ; 

AT-n+i — 1=0, a:*» + 1 = 0. 
Propriétés des racines de l'unité. 

217. Théorème. — Toute puissance (tune racine m^ de 
Vunité est aussi racine m^ de V unité. 

Soit a une racine me imaginaire de Tunité. De a"* = 1, 
on tire [a^Y = (a°)"* = 1 ; donc a° est une racine me de 
runîté. 

D'après cela, les termes de la suite 

sont des racines mes de Tunité. La suite est périodique: la 
période comprend au plus m termes; car, de a" = 1, on 

conclut a™+> -= a^a == a, a«>+2 ^ am^2 _ ^2^ etc. 

218« Théorème. — Les racines communes à deux équations 

;c^ — 1 =^ 0, x° — 1 = 0, (2) 

sont également racines de [équation 

jco — 1 = 0, 

d étant le p. g. c. d. des exposants m et n. 

Soit /w > /z ; si 9 est le quotient et r le reste de la divi- 
sion de m par n et que a désigne une racine commune 
aux équations (2), on a 

a°» — 1 = an^J^»^ — 1=0, a° - 1 = 0. 

La première relation se réduit à a'— 1 =0, car a"^+«" =(a°)W. 
Donc a est une racine commune aux équations 

X^ — \=Q^ jc' — 1 - 0. 

D'après cela, si r, f^f\,„d sont les restes des divisions 
que Ton effectue pour trouver le p. g. c. d. des nombres 
m ti Uf a est racine de chacune des équations 

a;'— 1 = 0, a:'' — 1 = 0, a:'"-1=0, ... , x*-l=0. 

Donc toute racine commune aux équations (2) appartient 
à l'équation (3). Réciproquement, toute racine de Téquation 
(3) est aussi racine de chacune des équations (2). 



1 
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Si m et n sont premiers entre eux, les équations (2) ont 
la seule racine commune x =- 1. 

219. Théorème. — Si m est un nombre premier et a une 
racine imaginaire de V équation x" — 1 =0, les m racines 
de cette équation sont 

a, a^, a^, ... , a" ^ 1. 

En effet, chacun de ces termes est une racine (217). Ces 
racines sont distinctes ; car si Ton avait a*» - a*»' , on aurait, 
en divisant par a^\ a*>-*»' 1 ; donc les équations j:"— 1 =0, 
x^-^' — 1=0 auraient une racine commune. Le p. g. c d. 
de m et h —h' étant 1, cette racine appartiendrait à Féqua- 
tion jc — 1 = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

220. Racines primitives. — On appelle racine m^ primitive 
de Vunité une racine imaginaire dont les m premières 
puissances reproduissent toutes les racines mes de l'unité. 
D'après ce qu'on a démontré tantôt, toute racine imaginaire 
de réquatioii x™ — 1 = est une racine primitive lorsque 
l'exposant m est un nombre premier. Quand m est un nombre 
composé, certaines racines sont primitives, et les autres sont 
non primitives. 

RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DE QUELQUES ÉQUATIONS BINOMES. 

221. 10 x« — 1 - 0. 
Cette équation donne 

{x-\){x' + x-M) = 0; 

_i i y-Ti 

d'où 3c=^l, x^^ ^ 

On vérifie aisément que les deux racines cubiques imagi- 
naires de r unité sont, chacune, le carré de F autre \ nous 
les représenterons par ft et e^ Remarquons aussi la relation 
1 4- e + e« = 0. 

2o x^ + 1 = 0. 

Pour obtenir les racines sous la forme « + /^ 1/ — 1, 
écrivons 

A^ + 1 + 2x2 = 2x2, d»où x« + 1 -- à- X VY) 
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donc a; = -^ (i 1 ± \ — \)' 

Après suppression du facteur x — 1 on obtient V équation 

réciproque 

x^ + X» + a;« + JC + 1 = 0, 

que la substitution x H — -= z ramène à 

z^-\- z — \ - 0. 
On en déduit 

^ = ^(-i±/5); 

- 1 zk [/^ ± l/— 10 ± 2 f/5 

d'où X - :; 

4 

4o x« + 1 = 0. 

On trouve successivement 

x« + 1 4- 2x* = 2jcS x^ + 1 - i- x»»^ 



X* + 1 + 2x« = (2 i: y2)x^ x« + 1 = i X y 2 ±i2, 

±\2 ± i2 i:\/— 2 ±fï 



X = 



Les doubles signes intérieurs sont conjugués. 

50 X" + 1 = 0. 

A cause de x" = (x*)^, le premier membre est divisible 
par x^ -\-\] il reste donc à résoudre l'équation 

X» — x^ H- 1 = 0. 

Elle donne successivement 

x« 4- 2x* + 1 ^ 3x^ x^ + 1 = rb x« l^ 
X* + 1 + 2x« =x2(2 ± /3), x2 + 1 = ± x^2 ± ys; 

^--5^ r*^ 
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Les doubles signes intérieurs sont conjugués. 
60 xi5 — 1 -^ 0. 

Remarquant que x^^ - (x^)"^ = (x-'f, on trouve 
xi5_i -.. (x— 1)(x2 + a:+1)(x" + x« + x« + x»+ 1), 

Xlû — 1 = (X — 1) (x^ + X» + X* + X + 1) (xio + x^ [- 1). 

Sept racines de l'équation proposée sont données par les 
équations 

X — 1 = 0, x2 + X -f 1 = 0, xM x^ + x^ + X + 1 ^ 0. 

On obtient les huit autres racines en égalant à zéro les 
quotients 

jçlg ^ ;c9 _|, y6 _|_ y3 ^ I X^^^ -[-. X^ + 1 

X^ -\- X' \- X^ ■\- X -[^ \ ' ^2 + X + 1 ' 

égaux tous deux à 

X« _ X7 + X^ — X* + X^' — X -f 1. 

On a ainsi à résoudre une équation réciproque. 

RÉSOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE DES ÉQUATIONS BINOMES (*). 

222. Pour résoudre l'équation 

x^ — 1 - 0, 

on pose X - r (cos 9 + / sin 9), ce qui donne 

r"(cos m^ )- / sin /we) - 1. 

Egalant les modules des deux membres, on trouve r"* --- 1, 
ri. On a ensuite /we - 2/zji, n désignant un nombre 
entier quelconque. Les racines cherchées sont donc 

7,n7t , , . Inn .,. 

X ^ cos \- i sin (1) 

m rn 

223. Remarques. — I. En attribuant à n les valeurs 

0, 1, 2, ..., {ni-\\ (2) 

on obtient m valeurs distinctes pour x ; car, les arcs 

2ji An 2(m — \)n 

U, I ~'~— .*• . 

mm m 

étant moindres qu'une circonférence, deux quelconques d'entre 
eux, n'ont pas, à la fois, même sinus et même cosinus. 



(•) Nous reprenons et complétons les notions développées au § 25. 
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II. Les autres valeurs de n font retomber sur des racines 
déjà trouvées. Car, une telle valeur est mq + n\ ri étant 
Tun des nombres (2) ; Tare correspondant de la formule (1), 

-^—2 '—-=2q7i H , 

m ^ m 

a les mêmes lignes trigonométriques que Tare 

III. Les valeurs de x répondant à deux valeurs de n dont 
la somme est m, sont imaginaires conjuguées: car les valeurs 

correspondantes de Farc ayant pour somme 2ji, leurs 

cosinus sont égaux, et leurs sinus ont deux à deux des 
valeurs symétriques. 

On obtient donc toutes les racines de l'équation ;f™ — 1 = 
en attribuant, dans la formule 

2njt . . 2njt 
X = cos i i sm 



m m ' 



à n les valeurs 



n = KJf 1, Zf ..., — r — ou H -^ Vf 1, Zf ..., -;r-, 



suivant que m est impair ou pair. Dans le premier cas, une 
valeur réelle de x correspond à /2 = ; dans le second cas, 

on obtient deux valeurs réelles en faisant n =^ ttn = -^, 

IV. La somme des racines de Téquation Jc"" — 1 ^0 est 
nulle ; donc 

1 + cos h cos h ... + cos - -^^ — -- 0, 

sm h sm h ... + sm -^^ '— = 0. 

mm m 

V. La valeur (1) est une racine primitive si n est premier 

27t 2jt 

avec m\ en particulier, cos 1- / sin — est une racine 

m m 

primitive. 
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224. Considérons maintenant l'équation 

;c°» + 1 = 0, 
m étant pair. Soit encore x = r(cos ^ -\- i sin fi) ; alors 

r™(cos /Tze -|- / sin /ne) = — l, 

d'où résulte d'abord r"" -- 1, r -= 1 ; ensuite, 

cos /we = — 1, /ne = 2(/î+l)7r. 



Les valeurs cherchées de x sont donc 



(2/Z + l)ji . . . (2/Î+ l)ji 
X = cos-^ — h i sm • — ^« 



Cette formule donne m racines distinctes, si l'on fait 

/i = 0, 1, 2, ..., (m — 1); 

les autres valeurs de n reproduisent les mêmes racines ; enfin, 
deux valeurs de n dont la somme est /n — 1 donnent pour x 
des imaginaires conjuguées. 



Facteurs trinômes de x" ± 1. 

225. Si m est impair, les racines imaginaires de l'équation 
x° — 1 = sont données par la formule 



Ifln , . . 2/2J7 

X = cos + / sm 



m — 



m ' 



où n reçoit les valeurs 1, 2, ..., 



m—\ 



Décomposons jc" — 1 



en facteurs du premier degré, puis effectuons le produit de 
deux facteurs conjugués; nous aurons 



x"-l 



(x-1) I x^ - 2XC0S— + 1 



[■ 



x2 — 2XC0S— +1 

m 



X» — 2x cos ^^ h 1 



m 
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Semblablement, si m est pair, 



x°» + 1 



n 



X^ — 2x COS h 1 

m 



jc*— 2xcos - — h 1 



jc* — 2jc COS ^^ — \- 1 



m 



Exercices et notes. 



1. Résolution algébrique des équations 

jc6 — 1 == 0, x« + 1 = 0, x»« — 1 = 0. 

2. Résolution tngonométrique des équations 

a:7 — 1 = 0, x^-\-\=Q, a:1« + 1 -= 0. 

3. Ramener l'équation x** - 1 = à des équations de degrés inférieurs. 

4. Résoudre complètement l'équation x*™ + px^ + ^y = 0. 

5. Partageons une circonférence en 2m parties égales, au points Au, Ai . 
As, ..., Axm-i ; joignons le centre O à tous les points de division et 

menons une ligne OP faisant l'angle — avec le premier rayon OAo; 

enfin joignons P aux points Ao, Ai , .... Si OAo == 1 et OP = x, on a 

^em ^ 2a^ COS fl + 1 = (PAo. PA2. P A4 ... PA2„,_2)«, 

x»» + 2x^ COS a + 1 - (PAi.PAh. PA., ... ^Kra-iY- 

(MOIVRE). 

Si fl =0, on a le théorème de Côtes. (Burbage 1682-Cambridge 1716). 

A ^~~ 1 — — — I mT i\q* 1 *\^» • •• ïrl\^xn 2> 

Jt I 1 ^^^ 1 /^i» 1 «*3 •••1 «»2iii I» 

6. Si /w et /ï sont premiers entre eux, on obtient toutes les racines de 
xmn — 1 .= en multipliant toutes les racines de x"» - 1 = par toutes 
les racines de xn - 1=0. 



7. Si l'on pose 



2/ï 



m 



h, (Oa= COS nh + i sin nh, on a (222) 



jçm-i _|_jçin-i_|. ^_x-(- 1 ee(x — cyi)(x — a>.,) ... (X-COro_i). 

Faisant x = 1 et égalant les valeurs absolues des deux membres de 
cette égalité on obtient /« = 2«n-i sin — A sin h sin ^ A ... sin — ^ — h. 
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CHAPITRE XV. 



ÉQUATIONS DU TROISIÈME DEGRÉ 
ET DU QUATRIÈME DEGRÉ 



Equation du troisième degré. 

226. Méthode de Hudde (Amsterdam, 1633-1704). - En 
faisant disparaître le terme en x" on réduit Téquation du 
3e degré (136) à la forme 

x^ +px^ç=0. (1) 

Posons X =y + z,y t\z étant deux inconnues auxiliaires ; 
l'équation devient 

f + 3y'z^3yz' + z' + p{y + ^) +^ = 0, ^j,^ 
ou {y' -{-z' ^q) -^{y -\-z)Oyz +p) = 0. 

Comme on dispose maintenant de deux inconnues y et z, 
on peut s'imposer une condition quelconque ; si Ton choisit 

pour celle-ci que le coefficient de y-fz dans (1') s'annule, 
on est conduit au système 

y3^2^^g--^0, 3yz + p = 0, 

ou y^ -{- z^ = — Çf yz=— j- 

Prenons pour inconnues y^ et z^ ; elles ont pour somme 
— g, pour produit — (§ ) > donc elles sont racines de 



u' -\-çu — ^ =0. 



Par conséquent 



-i±V? 



«=<>: =_!+./? + /'' 



z' 2 - \/ 4 ' 27' 



et 




x-j' + z-XZ-^ + V 4+27+\/-2 VT'^27 ^' 
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227. Formule de Cardan (Pavie, 1501-Rome, 1576.) - Ce 
résultat est connu sous le nom de formule de Cardan, bien 
qu'il soit dû à Tartaglia (Brescia. 1500 ou 1501-Venise, 1557). 

L'inconnue auxiliaire y a trois valeurs, que nous représen- 
tons par Ri, RiO, Ri6'^, o désignant une racine cubique imagi- 
naire de Tunité; de même z a trois valeurs Rg, R26, R^e^ 

Comme on doit avoir yz -^ — ^, on associe deux valeurs 

de j; et z ayan t un produit réel. Si Ri et Rj vérifient cette 

. condition, de manière que RjRg ~= ^% l^s valeurs de jcsont 

Xi = Ri -f R2, X, -- RiO + Rgô^, X3 = RiO^ + R2Ô. 

La formule (2) envisagée dans toute sa généralité comporte 
neuf valeurs. L'introduction de six valeurs étrangères est due 

à ce qu'on a remplacé l'équation J/^ = — ^ par l'équation 

plus générale y'^ z^ - — ^ ; celle-ci contient les trois 
suivantes : 

On obtiendrait les deux dernières si, dans l'équation (1), 
p était remplacé par pi) ou pd- ; donc les neuf valeurs de x 
résolvent les trois équations 

x^ +px+ç^O, r^ -\-pOx+q^O, x' -\ pfi^^x + q --0, 

contenues dans l'équation unique du Qe degré 

(jc» + qf - — p^x\ 

On ne conserve que les solutions de l'équation (1) en écrivant 



^^-^-ê' y = 




2 ^ Y 4 "^ 27' 



et en sous entendant que^ est remplacé successivement par les 

Q \Iq P^ 

trois déterminations de la racine cubique de — ^ + 1/ j + ^y* 

Neubero. - Algèbre. 14 
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228. Application. - x^ ^ 6x—7 ^ 0. 
La formule (2) donne 



X =^ 



sjhl^sjl-hr^-^- 



Les valeurs de |/Tsont 2, 2e, 2o« ; celles de |/Tsont 1,0, e'. 

Comme on doit associer deux valeurs des radicaux cubiques 
dont le produit soit réel, les racines cherchées sont 

X, = 2 - 1 = 1, / 

AT^ = 2e -. o« = i( — 1 + 3 r^=3)! 

ATg = 202 — e - _ 1 (1 _|_ 31/^73); 

229. Discussion. — Nous distinguons trois cas : 

P ^ + ^>0. Dans la formule (2), les radicaux cubiques 

portant sur des quantités réelles, prenons pour R,, R2 leurs 
valeurs arithmétiques. Les racines de (1) sont alors 

■^1 ^ Ri + R2; 

1 .^ . ^ . 1 



X, = R,o + R,e2 = --(R, + R,) + 2-(R, - R,)^^ - 3, 



1 .^ . ^ . 1 



X, =- R,e2 + R,o - --(R, + R,) --(Ri - R,)V -3; 
la première est réelle, les autres sont imaginaires. 
2^ ^ + ^ = 0. On a R, = R2 ; par suite 

X| — ^i\[ , Xg = Xjj - — —' \\\» 

L'équation a donc deux racines égales. 

3^ ^ + ^7 <! 0- Les radicaux cubiques portant sur des 

imaginaires, Ri et R. sont imaginaires. L'équation paraît donc 
avoir trois racines imaginaires. Mais on a vu (206) que les 
trois racines sont réelles dans l'hypothèse considérée. 

On en conclut que les imaginaires se détruisent dans les 
valeurs de x^^ jc^, Xg. Cependant l'algèbre est impuissante à 
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ramener les expressions de jc„ x^, JC3 à la forme réelle ; c'est 
pourquoi le cas qui nous occupe, est appelé cas irréductible. 
Nous allons montrer comment, au moyen des fonctions 
circulaires, on peut obtenir les expressions réelles des racines. 

Cas irréductible. 
230. Première solution . — Lorsque -j + 07 "^ ^^ posons 



"" 2 "^ r 4 "^ ^ ^ ^^^^^ ^ ^ ' ~ ^ ^*" ^^ ' 



d'oii rcos ô = — 2 » ^sin = |/— (7- + ^) 
Faisant la somme des carrés on obtient 



(3) 



valeur réelle, car Tinégalité ^ -^ ^ < exige /? <C 0. Les 

égalités (3) donnent ensuite pour H une valeur unique a 
comprise entre et 2jr. 

Les radicaux cubiques qui entrent dans la formule (2) 
ont pour expression (25) 

y r(cos a + / sm a) r » cos 5 \- i sin — ^r — )i 

1/ "7 rr : J_/ 2nn 4- a . . 2nn + a 

y r(cos a — / sm a) = r :« cos ^r ' sm — 5 

.Les trois déterminations de chaque radical correspondent 
aux valeurs /z = 0, 1, 2 ; on doit prendre la même valeur 
de n dans les deux radicaux, afin que leur produit soit réel. 
Les racines de l'équation proposée sont donc 

2r » cos :=-, 2r» cos — ^ , 2r « cos — ^ . 

231. Seconde solution. — On a l'identité 

sm a = 3 sm ^ — 4 sm' ^ . 
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Si sina est donné, cette égalité peut servir à déterminer 
sin ^; en posant sin^=y, on aura à résoudre l'équation 

m 

3 1 

y'— 4 y + 4 sina = 0. ^ (4) 

Les trois racines de cette équation sont réelles. En effet, 
les arcs qui ont même sinus que a sont compris dans les 
expressions 2n7i + a, {2n -\- l)jr — a, // étant un nombre 
entier quelconque. Comme Téquation (4) dépend de sina 
et non de Tare a, elle donne les sinus de tous les arcs de 

, - 2nn + a (2n -h l)7r — a . ,, , 

la forme — t^ — ou ^ ^-^ ;si Ion remplace n suc- 
cessivement par 3n\ 3/?' + 1, 3/z' + 2, on trouve que y a 
trois valeurs différentes représentées par 

.a . 2^ + a . 471 + a ._^ 

sm^, sm — ^ — , sm ^ — . (5) 

Telles sont les racines de Téquation (4). 

Mais ces racines s'obtiennent aussi au moyen des tables 
trigonométriques, d'où une solution du cas irréductible. 

Mnltiplions les racines de l'équation x^ -\- px \ ç ^ 
par une indéterminée k ; nous aurons l'équation 

y' + pk^y + qk^ = 0, 

que nous identifions avec l'équation (4) en posant 

3 1 

>^*'=~4» i7*^=^sina; 



d'où *=^y/-|' sina^ly/- 



3\3 



Dans le cas irréductible, k est réel et la valeur de sina 
est comprise entre — 1 et 1. Les racines cherchées sont 
donc 

232. Application. — Partager un hémisphère en deux 
parties équivalentes par un plan parallèle à la base. 
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Prenons le rayon pour unité, et soit x la distance du 
centre au plan cherché. Le segment compris entre ce plan 
et la base de l'hémisphère étant le quart de la sphère, on a 

ou x^ — 3jc + 1 = 0. (6) 

Cette équation rentre dans le cas irréductible, car 

Si l'on applique la formule de Cardan, on trouve 
Posons (230) 



2^-3- 



— ~ ± -^ f^ = r(cos e + f^ sin e ), 

d'où r cos ^ "^ — 9' /"sin e =- ■^}3, 

1 1 / — 

/- = 1, cosô = — ■^, sine = -^1^3. 

On peut donc prendre o -■= 120^ 120<> + 360^ 120^ + 720^ 
et la formule de Cardan donne pour x les valeurs 

2 cos 40^ 2 cos 160« - — 2 cos 20^ 2 cos 280*^ = 2 cos 80^ 
En se servant des tables de logarithmes, on trouve 
ATi = 1,532..., X, = — 1,8793..., Xg - 0,3472... 

La valeur Xg répond seule au problème proposé. 

Si Ton multiplie les racines de (6) par une indéterminée 
^ (231) et qu'on identifie la nouvelle équation avec l'équation 
(4), il vient 

3 1 

3k^ -- -r» *^ = -7 sina; 

4 4 

k=^, sina=^, a = 30^ 390^ 750". 
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Les racines cherchées sont donc 

;c,=-^=2sinl0^JC2-2sinl30^»-2sin50^Jf3-2sin250«=-2sin70«; 

elles se ramènent aux expressions trouvées ci-dessus. 

Équation du quatrième degré 

233. Méthode de Descartes. - Toute équation du quatrième 
degré peut être ramenée à la forme (136) 

X' + Aa:* + Bjc + C - 0. (7) 

Si Ton parvient à mettre le premier membre sous la 
forme d'un produit de deux facteurs du second degré, 

il suffit d'égaler à zéro chacun de ces facteurs et de résoudre 
les équations ainsi obtenues. Identifions ce produit avec le 
premier membre de (7) ; le terme en x^ ayant un coefficient 
nul, on di p -\- p' -- 0. Nous posons donc 

{x^'^-px + q) {x'—px + q')=x^ + kx^ + Bx + C (8) 

On trouve facilement les égalités de condition 

qJ^q^-p^ = K^ {q^-q)p==B, qq' == C. 

Les deux premières donnent 

2q=.p^-^A-^, 2^'- A^+A + |; (9) 

substituant ces valeurs dans la troisième, on obtient 

(p^-{-Ay-^ ^4C 

ou p' + 2A>c?^ + (A* — 4Qp' — B* = 0, 

et en posant /;* = z, 

z^ f 2Az' + (A* — 4C) z — B* = 0. (10) 

Telle est la réduite ou la résolvante de Téquation (7) 
Elle admet au moins une racine réelle de signe contraire 
à celui du dernier terme ; donc /? a au moins une valeur 
réelle. 
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234. Application, x^ — 10a:' — 9x — 2 - 0. (1 1) 

On trouve 

ç +^-/?'=- 10, ^-^=-|, qc( = 2; 

d'où 2if =p'- 10 -^, 2^ = /;* - 10 + y 
La résolvante est donc 

;,._10-^)(;,^-10 + |) = 8, 

OU z^ — 20z« + 108z — 81 = Ô. 

On trouve facilement la racine z = 9. Prenons /? = 3 ; alors 

2(f -^-A,2q = 2, 

et l'équation (11) est ramenée aux deux équations 

x^ — 3x — 2 = 0, x^ + Sx + 1 = 0. 

Les racines cherchées sont donc 

_ 3 ± yï? _ — 3 i: 1 3 

^ ~ 2 ' ^ ~ 2 

255. Remarques. — I. On voit facilement pourquoi la 
réduite est du 3e degré. En effet, soient a, /î, y, à les racines 
de réquation (7) ; comme x=^ + px-\- q donne deux de ces 
racines, p peut avoir Tune des six valeurs 

- (a + p\ - (a -f- y\ - (a + <5), 

-iy-^ài -(P + ô\ -ifi + y), 

A cause de a f /S -f- y + d = 0, ces valeurs sont symé- 
triques deux à deux; donc l'équation en p est du 6e degré 
et ne renferme que des puissances paires de p. 

II. On peut exprimer a, /ï, y, ô en fonction des racines 
^i, z.,, ^3 de la résolvante (10). En effet, supposons 

a + /î - h \z^, a -f y ±\'z^, a + S -^ dr Yz^ (12) 

ajoutant ces égalités et tenant compte de la relation 
« + /î + y+^ = 0; on obtient 

2a=z ± ]T, ± |Î7 i: }i^ (13) 
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Comme a est Tune quelconque des racines, la formule 
(13) doit donner les quatre racines, si Ton choisit convena- 
blement les signes des radicaux. Or, le dernier terme de la 
résolvante est — B^ ; donc cette résolvante convient aussi à 
l'équation x^ + Ax^ — Bx + C = (*). 

Pour voir quels sont les signes à attribuer aux radicaux 
dans les égalités (12), cherchons le produit (a-f ^)(a-t y)(a-f ^) ; 
en effectuant les calculs, on trouve 

a3 + «^(^ + y + a) + a{^y + y(5 + pà) -^r M- 

A cause de a + /î + }' + ^ = 0, ce produit se réduit à 

aPy + ayà + a^à 4- pyô =- — B. 

Donc, si B est positif dans Téquation (7), on prend, dans 
les égalités (11), Tune des conbinaisons de signes 

, - + +. + - +, + + -, 

et d'après l'équation (13), les racines de (7) seront 

— |/ Zi — V Z, — \ Z.,, —\Z,^r i Z^ + }' Z3, 
+ i Z,— ]' Zg + ]' Z3, +^ Z, + \ Z., — }/ Zg. 

Si B est négatif, les racines seront 

-\-^ zi + i z^ + y z^, ]' ^1 -- V ^2 — i ^3, 

— y Zi + K Z2 — }/ ^3, —}/ Zy— }/ Zg + ]' Zg. 

Ces développements supposent les valeurs de Zi, z,2Z3 
positives. 

III. Les quatre racines de l'équation (7) sont données par 
les deux équations du second degré 

• -^±>^-+^^-^=0, (14) 

nous prendrons pour p la racine carrée positive d'une racine 
positive de l'équation (10). 

L'équation (7) aura quatre racines réelles, quatre racines 
imaginaires ou deux racines réelles et deux racines imagi- 
naires, suivant que la quantité p^ + 2kp est plus petite que 
+ 2B, plus grande que + 2B ou est comprise entre + 2B et— 28. 



(*) C'est la transformée en - x, qui admet évidemment les mêmes 
valeurs de p et dont les quatre racines sont également comprises dans 
la formule (13). 
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Deux racines de (7) sont égales entre elles, si Ton a 
/;•* + 2A/7 -= ( 2B ou — 2B ou si les deux équations (14) 
ont une racine commune. 

Exercices et notes. 

1. Résoudre l'équation x» -f jt* - 4jf + 1 = (230, 231). 
Les racines sont 1,377263, 1,651094, - 2,651093. 

2. L'équation x^-\-px-{-q = Osi une seule racine de signe contraire à 
celui de son dernier terme. Pour calculer cette racine, on peut se servir 

- Ç 



de la formule x — 



^P 



. Si a est un nombre de même signe que - ^ et 



- Q 



tel, que a^ -\- p soit positif, la racine est comprise entre a et ai = 

Soit b un nombre intermédiaire entre a et ai ; la racine est comprise 



b ti bi= - 



et ainsi de suite. 



b^ + p' 

3. Soit x^ - px - q = une équation rentrant dans le cas irréductible. 
Deux des racines sont les limites des expressions indéfinies 



yp+ 



-k: 






|/,_ 



P-\ 



\P-. 



La troisième a pour valeurs de plus €n plus approchées : 

P P P P P 

4. Résoudre l'équation 

AoX-^ + SAjA:^ + 3A,x | A3 == 0, 
en la ramenant à la forme a{x — ft)'^ -\- a\x — fi^y - 0. 

On trouve les conditions 
a + a'=Ao, afi \ n'p'= — A,, n(?^a!fi''- A,, a/^^+a'/?'«= 

Eliminant a et a' entre trois de ces équations, on obtient 



(1) 



A3. 



1 1 A,. 

^ fi' -A: 

fi' fi" K 



0, 



1 1 -A, 

fi fi' K 
fi* fi'' -A3 



=-0, 



OU après, suppression du facteur fi - fi\ 



Ao/?/î' + A,(^ -^ /;')+A, = 0, A,fifi' -\ A,{p + fi') + A3 = 0. (2) 



I 

\ 
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L'équation du second degré ayant pour racines ^ et /}' est 

x« _ xOî + n +^^ = 0. (3) 

Si l'on élimine /?/?, fi + fi' entre (2) et (3), on trouve 

A^ Aj A2 
Al Aj A3 



1 



^0, 



équation qui peut remplacer (3). En ajoutant à la 3* colonne la 2c 
multipliée par x, et à la 2c colonne la Ire multipliée par x, on obtient 



AoX — |— A| AjJf |- A2 
J\iX —Y~ A2 J\2X -\- A3 



= 0. 



(4) 



Le déterminant (4) est égal à 

1 p 

36 F 



>> 

XX 

»» 

xy 



«»i 






(5) 



F(x, ;f) désignant A^x'^^ 3A,x> 4- 3A«x/-f A.^ ; le déterminant (5) est 
appelé le hessien de F(x, y). 

5. Résoudre l'équation du troisième degré par les fonctions symétriques. 

(Méthode de Lagrange). 

Soient jr„ x^, x^ les racines. La fonction jc, -f kx^ + BjCg prend six 
valeurs quand on y permute x^.^x^, jc,, de toutes les façons. Soient 

tf=jCi H-Axj + Bxg, «1=^2 1 AX3 1-B.Vi, ^=^3 I Aa:, + Bx2, 
V'=jri-|-Ax3 4-Bx2, v^ = x^^+kx^-\ Bx,, i^^ --XgH- Axs + Bxj, 

ces valeurs. Elles dépendent d'une équation du 6^ degré, qu'on sait 
résoudre quand elle est 2** - mz** -t- /ï = 0. Les racines d'une telle équation 
étant de la forme A, AO, k^\ ju, /iô, //O*, on est conduit à choisir A et B 
de manière que Ui = «6, Ut ^ u^^ ; on trouve A ^- 0-, 8 = 0. Pour ces 
valeurs, si l'on suppose // — v, on a i^o ^ kO, j^j = i/fj^. Les valeurs de 
m ti n sont 

/n-w»+»''^ (Xi+0% fox3)3+fx, i-e^+ox»)^ 
/z - tt^V'^ = (x, {- o^x. h 0x3)^ (Xi + e-^Xg f exg)». 

En tenant compte des égalités 0^ -^ 1, -f 1 ^ - 0-, on trouve 

m = 22^^X1 — 92'x,2x,X2 f 27XjXoX3, n = (^^^^^ — Si^x^x^)». 

Finalement Xi, Xx, X:» se déduisent des équations 

3Ai 



X\ F Xo "T~ X3 — 



A. 



Xi - f o'^x. f exjj tt, Xi + 0x2 + 0-X3 = V. 



6. Résoudre, par la trigonométrie, l'équation .r* 4- px -[- q=0^ dans 
dans le cas où une seule racine est réelle. 
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Si p < Of on pose x ^ l{\g(p -\- coigip), Ji et çp étant deux indéter- 
minées. De là, l'équation 

T^ - i^{tg^ <p + COtg^ 9? + 3 tg ç> -|-" 3 COtg 9?) 

ou x3 — 3X^x — A»(tg'' (p -\- cotg^ (p) -- 0, 

qu'on peut identifier avec la proposée. Les racines imaginaires sont 

X =- X (6 tgtp + 0* COtg (p), X = X{fi^ tg ç? + e COtg (p). 

Si/7 > 0, on fait x — i.{tg(p - cotg 9?). 

Exemple : x^ - Zr - 2--0 ; Iz racine réelle est 1,7692Q2. 

7. Les racines de x* -f- ax^ -f ^.r* i- fo? + rf- étant Xi , a?», .ra, .tu, 
les racines de la résolvante de Descartes (233) sont 

± 2(^1 +^2 — 3C3 — X,), i: -(X, + X3 — X, — X,), 

2 _ 

Car on ramène l'équation à la forme ./'^ — Ax* -f- B^ 4- C en 
diminuant les racines de ^ Xvi ', les racines de la résolvante sont donc 

— (^1 r- 4 -^^i) — (^2 — 4 -S«,), etc. 

8. Résoudre x* \- px' f ^x* f rx + S = (1 ) 

par extraction de racine carrée. (Méthode de Ferrari, 1522-1562). 
Cette équation, écrite sous la forme 

est résoluble immédiatement si r"^ =^ s{4q-p*). Dans le cas général, on 
ajoute aux deux membres 2( x* -f ^ x jjf -^/* , ce qui donne 

x''\-^x+y) -f^-ç-] 2y)x'^ {py-r)x \ y-s. (3) 

Déterminons y par la condition que le second membre de (3) soit un 
carré parfait ; on aura une résolvante du 3c degré en y. 
Remarque. - L'équation (3) se ramène à 



1 2^7-» + 2.1 



(4) 
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Soient Xi et Xt ou Xa et Xa les racines de (4) suivant que l'on prend 
le signe + ou le signe — devant le second membre ; ce sont les racines 
de (1). On aura 

py — r , py — r 



d'où y = 2 {X\X'à + Xii Xa ). Cette expression de y prend trois valeurs 

distinctes si l'on y permute JCi , Xa , Xs , X\ de toutes les façons ; donc^ 
est donné par une équation du 3e degré. 

9. Résoudre l'équation (1) de l'ex. 8 par les fonctions symétriques. 
(Méthode de Lagrange.) 

\o On forme l'équation auxiliaire qui a pour racines 

les quantités y\ -\-yt+ y^ ^ y\yi -r y^y^ •\- y^y\ ^ yxy^yz se déterminent 
aisément en fonction de p^ q, r, s. 

Il suffit de connaître une seule racine y\ de la résolvante. Car les 
produits Xx Xt , Xa x^ résultent de 

on déduit ensuite les sommes Xi + Xg , Xs + X4 des égalités 

(Xi+X2) + (X3 + Jf4) = — A X2^a{x,-V x.^ + x,x.(x^ + x^)^q, 

2o On forme l'équation auxiliaire qui a pour racines 
(Xj -f- X., X.^ — X4) , (Xi -j- X3 — Xo — -^4)'; (^1 I «^4 «^2 «^a) • 

10. Résoudre l'équation x^ -\- qx"^ -\- rx -\- S -= au moyen de la 
substitution x = y -]- 2. (Méthode de Francœur; Paris, 1773-1849). 

Remplaçons x par ^ -f 2 et ordonnons le résultat par rapport à z : 

z^ + 4f2« + {àf + q)z^ + (4/^ + 2qy + r)z ) 

f / I qy' t ry | 5=0. ) ^ ^ 

On obtient une équation bicarrée en z en égalant à zéro la somme 
des termes en r* et z, ce qui donne 

4yz^ + 4y^ + 2^j + r = 0. 

Tirant de là z^ pour substituer ta valeur dans l'équation (a), on aura 

u^ + lu^ + r^_l^a _£!= 
" + 2 " + Vl6 4J" 64 "• 

« remplaçant y'^ . Soient a^ , b^ , (f^ les racines de cette résolvante ; alors 
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fl* H- ^* -f- ^ = - -|-, abc = - -5-. La valeur de 2* en ;/, si l'on rem- 
place q par - 2 (a* + ô* + i:*' ), r par - ^bc, y par i a donne 
2 = ± (b + c). On en conclut que les valeurs de x sont 

a + b+c, a — b — q —a^b — c, —a — b\c, 

11. Résoudre l'équation x* -\- qx^ -\- rx -\- S =^ au moyen de 
la substitution .r = a -^ b -^ c. (Méthode d'Euler.) 

On a ./• = 2a, x'- = 2a^ -l 22ab ou x^ - 2a' -= 22ab et en élevant 
au carré 

X* — 2x^2a'' -\- 2a^ — 22!a'b' — 8abc2a = 0, 
ou x^ — 2x^2a^ — Sabcx + H^a' — ASa-b- ---- 0. 

Identifions cette équation avec la proposée; il vient 

2ar - — y <7, abc = — -g-r, ^^^û^ — A2a^b' =- s. 
Donc a* , ^* , r* sont racines de 

Soient Zi , Zi , zx les racines de cette équation ; on aura 

û = ± )^ b ^ ± )^, c= ± fT,, x=a + b \ c, 

où les signes des radicaux sont à combiner de manière que abc = - ^ r 

o 

Si a\ b\ d désignent trois valeurs des radicaux pris avec ces signes, 
les quatre valeurs de x seront 

fl' + 6' + â, a! — V — e, -a! ^b' - c\ - a' — b' + d. 

12. Ramener l'équation du 4c degré à une équation réciproque. 

On pose X — m -\- ny et l'on exprime que l'équation transformée en ;/ 
est réciproque. En éliminant n entre les deux égalités de condition, on 
parvient à une équation du troisième degyé eh m (*). 

13. Résoudre l'équation A^X^ + 3k^X' -[- BA.X -j- A3 -- 0, 
lorsque AJ = AoAg (ou k\ = AjAg). 



{•) Pour une interprétation géométrique de cette méthode, voir M athesis, 
t. I, p. 199 et t. II, p. 181. 
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Multiplions l'équation par AJ et remplaçons AqAo par Aï ; on aura 

(A(,X -{■ Al)' = A| A1A3. 

Le cas général se ramène au précédent : on remplace x par ?/ + A et 
l'on dispose de k de manière que la nouvelle équation rentre dans le 
cas particulier considéré. (Méthode de Twining). 

14. Pour résoudre A,,X* 4 AA^X^ + ÙA^X'' -\- 4A3JC + A4 - 0, 
on écrit 

À'x* H- 4AiX^ + 4A3X -- (A^ — Ao)x^ — àA,x'' — A,, 

Les trois termes du premier membre font partie du carré de 

, ^ , ZAï I XAv 

ajoutons aux deux membres les termes nécessaires pour avoir dans le 
premier membre un carré parfait, et choisissons X de manière que le 
second membre soit également un carré, etc. (Méthode de Twining). 

15. Résoudre l'équation jj^ i 3^''a7^2r* en posant ^' =^^ .(Mé- 

thode de Viète; Fontenay-Ie-Comte, 1540-Paris, 1603). 

16. Déterminer les coefficients b, c, d de l'équation a-' + baf- + ex -^ rf=0 
de manière que les racines soient précisément ô, c, d. 

Solutions:(0, 0,0), (1,-2, 0),(l,-l,-l),(A,— j[, — 2A + ^), 





Où ,.;,./ 23+ ,513^ V/23-V 513 



17. L'équation P^x^ + 4AiX-^ -f ÔA^X' h 4A,X i A4 - 
peut se mettre sous la forme a(x -j^ ni)^ + a'(X -|- niy ^ si Ton a 



Aj Ao A;j 

A2 A3 A4 



= 0. 



18. L'orsqu'on veut ramener |/ A -h B V - là la forme j: -f .Vl - 1 

sans faire usage de la formule de Moivre, on est conduit à une équation 
du troisième degré. (Remarqufr que A* -f B* = (a?* -f y^ ? . 
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CHAPITRE XVI. 

RECHERCHE DES RACINES 
INCOMMENSURABLES 



236. On sait déterminer les racines commensurables d'une 
équation à coefficients rationnels (158, 162) et décomposer 
une équation qui a des racines égales ou plusieurs autres 
donnant les racines d'un même degré de multiplicité (184). 
Nons supposerons, dans ce qui va suivre, que Téquation 
F(x) == n'a aucune racine commensurable ni aucune 
racine multiple ; ses racines seront donc incommensurables 
ou imaginaires. 

La recherche des racines incommensurables se décompose 
en deux parties: lo la séparation des racines ; 2o le calcul 
des racines avec une approximation donnée. 

SÉPARATION DES RACINES 

237. Emploi du théorème de Sturm. — L'orsqu'on connaît 
les racines de la dérivée F'(x), le théorème de RoUe donne 
une méthode pour séparer les racines de F{x) (197). 

Le théorème de Sturm permet aussi de séparer les racines; 

mais les calculs sont pénibles. On remplace, dans la suite 

de Sturm, x par — ^, 0, -\- c» ; le nombre des variations 

de cette suite fait connaître le nombre des racines négatives 

et celui des racines positives de F(x). Pour déterminer les 

racines positives, substituons à x, dans la suite de Sturm, 

les nombres 0, 1, 10, 100, ... jusqu'à ce qu'on atteigne la 

limite supérieure des racines positives; nous saurons ainsi 

combien F(x) a de racines dans les intervalles (0, 1), (1,10), 

(10, 100) Substituons ensuite à x les nombres entiers 

consécutifs, compris dans les intervalles utiles. Si les nombres 

a et fl + 1 comprennent une ou plusieurs racines, rempla- 

1 2 

çons, dans la suite de Sturm, x par a, a \ -rrr, a -\ — r^, etc. 

Et ainsi de suite. Nous arrivons ainsi à trouver deux nom- 
bres décimaux ayant une différence aussi petite qu'on veut, 
et comprenant une seule racine. 
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238. Méthode par substitutions successives. — Elle est 
plus simple que la précédente, mais imparfaite. Il suffit de 
nous occuper des racines positives, les racines négatives étant 
les racines positives de F{— x). Substituons, dans F(x\ à x 
des nombres compris entre et la limite L des racines 
positives; si cette limite est quelque peu grande, on commence 
par les nombres 0, 1, 10, 100, ... Lorsque deux résultats 
consécutifs de substitution sont de signes contraires, les 
valeurs correspondantes de x comprennent un nombre impair 
de racines de F(x). Il peut arriver que le nombre de ces 
intervalles où l'existence d'une racine est certaine, soit égal 
à la limite supérieure assignée par le théorème de Descartes 
au nombre des racines positives; dans ce cas, les racines 
sont séparées. S'il n'en est pas ainsi, on subdivise les 
intervalles, ou bien l'on a recours à d'autres procédés (l'étude 
de la dérivée, l'emploi du théorème de Rolle, etc.). 

Un perfectionnement important de cette méthode est dû à Lagrange. 
Il consiste *à déterminer une limite inférieure -v du module de la diffé- 
rence de deux racines de F(^*) — ; cette quantité ô s'obtient au moyen 
de l'équation aux carrés des différences des racines de F (.r) = (180). 
Si l'on remplace .r par des nombres en progression arithmétique de 

raison «, deux termes consécutifs de cette progression ne peuvent 

comprendre plus d'une racine de F(./-) =- ; par suite, s ils en comprennent 
une, les résultats de substitution correspondants sont de signes contraires. 
En multipliant les racines de F(.r) — par ô, on obtient une équation 
dont deux racines n'ont jamais la même partie entière ; il suffit maintenant 
de substituer à .r des nombres entiers consécutifs, pour trouver des 
intervalles comprenant une racine de la transformée. 

239. Exemples. - 1^ x^ — 5a: — 10 = 0. 

D'après le théorème de Descaries, l'équation a une seule 
racine positive et une seule racine négative. La règle de 

3 

Lagrange nous donne L= 1 | | 10 ou 4; le groupement 
X* + 5 (jc — 2) donne L' - 2. On trouve, pour 

X - — 2, — 1, 0, 1, 2, 3 : 
F(x) = 16. — 4, — 10, — 14, — 4, 56. 
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Il résulte de là que la racine positive est comprise entre 2 
et 3, la racine négative entre — 1 et — 2. 

20 jc4 + a:^ — 65a: + 5 = 0. 

L'équation a deux variations, donc elle peut avoir deux 
racines positives. Elle n'a pas de racine négative. 

En groupant ainsi : jc(x3 — 65) + x * + 5 = 0, on trouve 
L =- y65, soit L -- 5. Ensuite, pour 

a: = 0, 1, 2, 3, 4 : 

F(x) = 5, — 58, — 105, — 100, 17. 

Les racines sont séparées : il y en a une entre et 1, 
une seconde entre 3 et 4. 

3o x' +3;r2 — 17;r + 5 - 0. 

D'après le théorème de Descartes, l'équation a deux racines 
positives ou n'en a pas; elle a une racine négative. 

Le groupement x[x^ + 3jc — 17) + 5 donne 



De — F(— X) = ;r(x2 — 3a: — 18) + (x— 5), 

on déduit L' = 6. Le tableau : 

X — 6, — 5, ..., 0, 1, 2, 3, 
Y{x) -^ — 1, 40, ..., 5, — 8, — 9, + 8; 

révèle l'existence d'une racine dans chacun des intervalles 

(- 6, - 5), (0, 1), (2, 3). 

Pour déterminer la dernière de ces racines à moins d'un 
dixième près, on pourrait substituer, dans F(^), à x les 
nombres 2, 2,1, 2,2, ... jusqu'à ce que deux résultats consé- 
cutifs soient de signes contraires. On diminue ces essais en 
faisant une interpolation par parties proportionnelles (régula 
falsi), ce qui revient à admettre que les accroissements 
de F(x) sont proportionnels à ceux de x, tant que x varie 
entre des limites assez rapprochées. On a trouvé F (2) = — 9, 

Neuberc- Algèbre, 15 
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F(3) - 8 ; si 2 + a est la racine, on a F(2 + a) = 0. De là, 
la proportion 

F(3)-F(2) F(2 ha)-F(2) 
3 — 2 2+ a — 2 ' 

9 
donc approximativement a -- -j-=. 

g 
Ainsi, la racine est sensiblement 2 j^ ou 2. 6. Comme 

F(2, 6) = — 1,344 et F(3) -- 8, la racine est comprise entre 
2, 6 et 3 ; enfin, de F(2, 7) = + 0,653 on déduit qu'elle est 
comprise entre 2,6 et 2,7. 

40 x^ _ 7x + 7 - 0. 

Cette équation a une racine négative ; elle peut avoir 
deux racines positives. En écrivant x(x^ — 7) + 7, on trouve 
L = y7 et de - F( - ;r) = x^ - 7x - 7, on déduit L'= 1 + f7ou4. 

Ensuite, pour 

F(x) =—29, 1, ..., 7, 1, 1, 13. 

La racine négative est séparée. Quand aux racines positives, 
les substitutions ne nous apprennent rien. Cependant (206) 

£1+^=121-12 i^<0 
4^27 ^"^4 ^^^27^^' 

de sorte que les trois racines sont réelles. Il faut conclure 
de là que deux racines positives tombent dans le même 
intervalle. Ces racines comprennent une racine de Téquation 

dérivée F(x) = 3x« — 7 = ; la racine x = + l/Z. de la 

dérivée étant comprise entre 1 et 2, les racines de F(jc) = 
appartiennent à l'intervalle (1,2), et l'une d'elles est comprise 

entre 1 et l/l, la seconde entre l/let2. 

Déterminons ces racines à moins d'un 0,1 près. Comme 

F(l, 5) - ^ 0, 125, 
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deux interpolations par parties proportionnelles conduisent 
aux valeurs approchées 1, 3 et 1, 7. On trouve ensuite 



F(l, 3) = 0,097, 
F(l,4) = — 0,056; 



F(l, 7) = 0,013, 
F(l, 6) = — 0,004, 



de sorte que les racines cherchées sont, à moins d'un dixième 
près par défaut, 1, 3 et 1, 6. 

50 x^ ~ 2;c* 4- 5x — 7 - 0. 

L'équation n'a pas de racine négative ; elle peut avoir 
une ou trois racines positives. La méthode par groupement 
des termes donne L = 2. Formons le tableau 

x= 0, 1, 2, 
F(x) -^ — 7, — 3, 3. 

Il en résulte qu'il existe au moins une racine dans l'inter- 
valle (1,2); mais on peut aussi supposer soit deux autres 
racines réelles dans l'intervalle (1, 2) ou dans l'intervalle 
(0, 1), soit deux racines imaginaires. Considérons la dérivée 

F'(x) = 3x2 — 4x+5 = 0. 

Ses racines étant imaginaires, F'(x) est constamment positive, 
F{x) constamment croissante ; donc l'équation F(x) = a 
une seule racine réelle, appartenant à l'intervalle (1, 2). 

Calcul des racines. 

240. Méthode de Newton. — Supposons qu'on ait déterminé 
une racine de F(x) = avec une certaine approximation, 
par exemple à moins de 0,1 près. Soient a la valeur approchée 
fl + A la valeur exacte de la racine ; h sera le terme de 
correction. On doit avoir 

f(a -\- h) = F(a) + hf\a) + Y2 ^"^^^ + - = °- 

Si la quantité h est suffisamment petite, les termes en h", 
h^, .. .seront généralement négligeables et l'on aura sensiblement 

F(û) + AF'(a) = 0, ou * = -p^y 

De là, la règle suivante formulée par Newton: 

5/ a est une valeur approchée d'une radine de F(x) = 0, 
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on obtient généralement une valeur plus approchée en ajoutant 
à 2L la quantité — pTr^- 

On admet en général que la méthode de Newton double 
le nombre des chiffres décimaux que renferme le nombre a \ 
soit Al le quotient ainsi déterminé et posons a ^ a -\- h^. On 
peut opérer sur a^ comme tantôt sur a et doubler le nombre 
des chiffres décimaux exacts de la racine. Et ainsi de suite. 

Il est quelquefois préférable de prendre pour h une racine de 

F(a)+|F(a) + :^F"(a) = 0. 

241. Interprétation géométrique. — L'équation y F(x) 
représente une certaine courbe A B (fig, 19) ; une racine de 



Fig. 19. 



Fig. 20. 





l'équation f{x) = est Tabcisse du point B oii cette courbe 
coupe OX ; une valeur approchée a = OP correspond à un 
certain point A de la courbe. Menons la tangente en A, qui 
rencontre OX en C : la méthode de Newton revient à 
remplacer OB par OC, c'est-à-dire Tare AB par la tangente AC 

En effet, l'équation de la tangente au point A(fl, F(û)) est 

Y — F(fl) = f\a) (X — fl) ; 



d'où la sous-tangente X — a= — 



F(fl) . 
F(fl)' 



PC est donc le terme 



de correction de Newton. 

Cette interprétation géométrique montre que la correction 
de Newton peut éloigner plus de la racine cherchée que la 
valeur a (fig. 20), et même donner une valeur s'éloignant 
plus de cette racine que a et dans le même sens. 

242. Cas où la méthode de Newton peut être appliquée 
avec certitude. — Soient a tib^ a deux nombres comprenant 
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une racine de F(x) = 0. Cette racine étant désignée par 
a -{-h ou pdiv b — k, où h et k sont des nombres positifs 
moindres que b — a, on a 

Fia + h) = Fia) + AF'(a) + ^ F'(a) + ... = 0, 

F(ô - *) = F(b) — kF\b) + Y2 F"(*) — - - 0- 

On admet, sans démonstration, que ces égalités se réduisent 
sensiblement à 

F(fl) + AF'(fl) = 0, F(6) — kF\b) = 0, 

de sorte qu'approximativement, 

Il résulte de là que, si h est négatif, on ne peut réduire 
réquation F{a + A) - à F(û) + hF\a) = ; de même la 
valeur de k est inadmissible si elle est négative. Il faut aussi 
rejeter les valeurs (1) si elles sont supérieures à la diffé- 
rence b — a. 

La méthode de Newton présente donc une grande incer- 
titude. Voici un cas assez étendu où elle peut être appliquée 
sans mécompte. 

On connaît deux nombres a ti b qui comprennent une 
racine, et une seule, de F(jc). Sur la courbe y = F(x), il 
correspond aux abcisses OA' = a, OB' = b deux points A, 
B situés de part et d'autre de OX, car F{a) et F(ô) sont de 
signes contraires. Supposons que l'arc AB ne présente ni 
point maximum ni point minimum ni point d'inflexion. 
Alors la dérivée F'(x) ne s'annule pas dans l'intervale (a, b) 
et va constamment en croissant ou en décroissant La figure 
peut présenter quatre dispositions. 

Dans la figure 21, l'arc AB est constamment concave vers 
Iç haut ; le coefficient angulaire F'(x) de la tangente va en 
croissant, donc F"(x) est positive. Si l'on applique la méthode 
de Newton à la valeur approchée 6, on est sûr que la valeur 
de la racine qui en résulte est plus approchée que b] car 
la tangente en B passe entre la courbe et l'ordonnée BB', 
et OC approche plus de la valeur exacte OD de la racine 
que OB'. 
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Dans la figure (22), l'arc AB est constamment convexe vers 
le haut ; comme F'(^) va en diminuant, F"(^) est négative. La 



Fig. 21. 



Fig. 22. 
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tangente en A passe entre l'ordonnée AA' et la courbe ADB; 
donc si Ton remplace Tare AD par la tangente AQ on obtient 
une valeur OC qui approche plus de la racine OD que OA'= a. 

De même, dans les cas représentés par les figures 23 et 24, 
il convient d'appliquer la méthode de Newton respectivement 



Fig. 23. 



Fig. 24. 
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aux valeurs approchées 6 et a ; dans la figure 23, la dérivée 
F"(x) est négative, et dans la figure 24 elle est positive pour 
les valeurs de x comprises entre a et b. 

Dans les quatre cas, l'une des valeurs approchées û, b 
jouit de la propriété que, si on lui applique la méthode de 
Newton, la nouvelle valeur approche plus de la racine que 
la valeur d'oii l'on part. Cette valeur est celle qui donne le 
même signe à F(x) et F"(x). 

Pour fixer les idées, considérons la figure (21). Nous 
appliquons la méthode de Newton à la valeur approchée b ; 



F(*) 



= OC 



la nouvelle valeur approchée sera b^ — b — -p . , 

On peut évaluer l'erreur que l'on commet en prenant ô, pour 
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la racine cherchée. Menons la corde AB qui coupe OX en E; 
OD est compris entre OE et OC Donc Terreur commise 
en adoptant OC pour OD, est moindre que EC = OC— OE. 
OE est la valeur résultant d'une interpolation par parties 

proportionnelles, car jj^, --= ^,^ ^ g,g ' 

Soit CF l'ordonnée élevée en C; menons la tangente FI. 
Si Ton applique une seconde fois la méthode de Newton à 
la valeur OC qui est donnée par une première application 
de cette méthode, on trouve 01 pour valeur de la racine 
cherchée. On voit que la règle étant appliquée plusieurs fois 
de suite dans les conditions indiquées, on approche de plus 
en plus de la racine. 

Exemple. x^ — 2x — 5 = 0. 

Cherchons la racine positive (unique) de cette équation. 
Une limite est L - 1 -4- v' 5 ou 4. Formons le tableau 

x= 0, 1, 2, 3, 
F(x) = -5,-6,-l, 16; 

on voit que la racine est comprise entre 2 et 3, et est 
sensiblement égale à 2 y=- Or F(2, 1) = 0,061; donc la racine 

est comprise entre 2 et 2,1. 

On a 

P(x) = 3x2 — 2, F"(x) = 6x, 

F'(x) a un signe constant dans l'intervalle (2, 2,1) et 
F"(x) a le même signe que F{x) pour x=2,l. Donc on 
peut appliquer avec certitude la méthode de Newton en 
partant de la valeur approchée 2,1. 

Le terme de correction de Newton étant 

F (2,1) 11.23 "•W3'*J-, 

la valeur approchée correspondante est 2,1 - 0,00543...=2,09456... 

Soit 2,1 — k la valeur résultant d'une interpolation par 
parties proportionnelles entre 2 et 2,1 ; on aura 

F(2,l)-F(2) _ F(2,l)-F(2,l-^) . 
2,1—2 k 
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d'où la valeur approchée 

2,1 _ -^^L_ 2, 1 - 0,00574 ... = 2,09425 ... 

La valeur exacte de la racine cherchée est comprise entre 
les valeurs approchées 2,09456... et 2,0Q425 que donnent la 
méthode de Newton et l'interpolation par parties propor- 
tionnelles. La première valeur 2,09456 ... comporte donc 
une erreur moindre que la différence entre les deux valeurs 
ou moindre que 0,0003 .... 

Appliquons une seconde fois la méthode de Newton, en 
partant de la valeur approchée a = 2,094 ; le terme de 
correction est 

_ F(a) _ 0,006153416 

F(fl)" 11,154508 ^,^^^33.-. 

D'où la seconde valeur approchée 2,094 - 0,00055... = 2,09445. 
Et ainsi de suite. 

243. Séparation des racines par la méthode de Newton. — 

Soient a et /î (a <^ /î) deux valeurs de x qui donnent à f(x) 
le même signe, par exemple le signe + ; ils comprennent 
un nombre pair de racines de f(x) ou n'en comprennent 
aucune. 

Si la dérivée F(x) a un signe constant dans l'intervalle 
(a, /î), la fonction f(x) est constamment croissante ou décrois- 
sante et n'a pas de racine comprise entre a et /î. Elle n'en a 
pas non plus lorsque la dérivée f\x) est positive pour x =- a, 
négative pour x = yî et n'a qu'une seule racine dans l'intervalle 

Admettons maintenant que F'(x) ait une seule racine comprise 
entre a et /î, et que F'(a) < 0, F(P) > 0. Considérons la 
courbe dont l'ordonnée est f(x) ; soient A et B les points 
qui ont pour coordonnées a = OA', A'A = F(a) et /î = OB', 
B'B -- F(yî). La tangente en A rencontre l'axe des x en un 
point C situé à droite de A'A, et la tangente en B coupe cet 
arc en un point D situé à gauche de B'B ; ces deux droites se 
coupent en un point T. 

Si le point T est situé au-dessus de OX ou sur OX, l'arc AB, 
qui est concave vers le haut, ne rencontre pas OX entre les 
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points A', B' et l'équation F(jc) = n'a pas de racine dans 
l'intervalle (a, fi). Or, les sous-tangentes A'Q B'D ont pour 

valeurs absolues —J^, ^^tL et la somme de ces valeurs est 

évidemment supérieure ou égale à A' B' ; donc l'hypothèse 
que l'on vient de considérer, exige 

F V) F'(a) ^'^ 

Supposons ensuite le point T situé au-dessous de OX, 
ce qui correspond à l'inégalité 

f\fi) F(a) ^ ^ • 

Nous ne pourrons rien affirmer sur l'existence ou la non- 
existence de deux racines entre a et fi. Mais on pourra 
opérer sur les quantités 

OC - a, =- a — pTTjy, {JD = (i^ = /> ~~FW 

comme sur a et /8, et continuant ainsi, on arrivera souvent, 
après un très petit nombre d'essais, à reconnaître si les 
limites a ti fi (ou a^ et fi^ ou n^ et/îg....) ne comprennent 
aucune racine, ou si elles en comprennent deux ; dans le 
dernier cas, on aura approché des deux racines à la fois, 
et la substitution d'une quantité intermédiaire entre les 
limites a^ et fin donnera à Y{x) le signe — ; les deux racines 
sont alors séparées. 

244. Méthode de Lagrange. - Soient a, a + 1 deux nombres 
entiers consécutifs qui comprennent une seule racine de 

de l'équation f(x) =- 0. Désignons cette racine par x a ^ — ; 

JCi est un nombre supérieur à l'unité, donné par l'équation 

fia^ j -= 0, ou fy{x^) 0. Celle-ci ayant une seule 

racine plus grande que 1, la substitution des nombres 
1, 2, 3, ... dans F,(Xi) fait connaître la partie entière de Xi ; 
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si Fi(fli) et Fi(ûi -f" 1) sont de signes contraires, nous pose- 
rons JCi - fli -\ , etc. La racine se présente donc sous la 

forme 

X = fl + — 1 

a, -{ 



Supposons maintenant que les nombres a, a -\- l com- 
prennent deux racines x^ jc*. L'équation Fi(jc,) = aura deux 
racines plus grandes que Tunité. Si la substitution des nombres 
1, 2, 3, ...dans Fi(Xi) fait reconnaître que x^ a une valeur 
comprise entre a, et a, + 1, une autre entre a\ et a\ + 1| 
on pose 

X =- a + =- • X T= a -f- 



, l • , , 1 

«1 + — «i+p- 

Xz et x'g étant respectivement la seule racine supérieure à 
l'unité, des équations 

F.(a. + ^)=0, F.(a'. + i-) = 0. 

Le calcul se continue sur chacune de ces équations comme 
ci-dessus. Si l'équation Fi{x) = a deux racines comprises 

entre a^ et ûi + 1| l'équation Fj fui -\ j = aura deux 

racines supérieures à l'unité. Les racines finiront par se séparer 
Supposons qu'en substituant dans F(x) les nombres 

I 1 I 2 ,3 , n — l , . 

a, a+-, a +-, fl+-,..., a +— jj— , a + 1, 

on trouve deux fois des résultats consécutifs de signes 
contraires, de manière à séparer les racines x, x*. Dans ce 
cas, multiplions les racines de F{x) ^ par n ; les produits 
nx, nx' n'auront pas même partie entière et l'on pourra 
opérer comme dans le premier cas. 

Ces développements suffisent pour donner une idée de la 
méthode de Lagrange. 
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Exercices et notes. 

1. Séparer les racines des équations 

x^-^x' — Ax' — 4x+l =0, 4x' —3x2 + 2 = 0, 
5jc4 _ 4;^ _|_ 7 = 0, x« + ;f^ — 2jf« + 3 = 0, 
x= — 5jc^ 4- 5x3 + 21 = 0, 4x* + 5(x3-f x* + x+ 1) = 0. 
x^ + x^ — 2x — 1 =0. 

2. Résoudre 20.x» - 24x» +3 = 0. 
Réponse :- 0,31469, 0,44603, 1,06865 

3. L'équation x* + 4x» - 4x« - 13x -f- 4 = a une racine comprise 
entre 1 et 2 ; trouver cette racine avec quatre chiffres décimaux. 

Réponse : 1,6369. 

On diminue d'une unité les racines ; la transformée se calcule aisément 
par la méthode de Homer (135). Multiplions les racines de la transformée 
par 10, ce qui donne x* + 80x« -^- 1400x« - 300x - 6000 = 0. Cette 
nouvelle équation admet une racine comprise entre 6 et 7 ; diminuons 
de 6 les racines de cette équation et multiplions par 10 les racines de 
la transformée, etc. 

4. Appliquer la méthode de Lagrange aux équations 

x^ — 2x — 5 = 0, x» — 6x - 13 = 0, x^ — 2x — 2 - 0. 

La racine positive est respectivement, (2, 10, 1, 1, ...),(3,5, 1, 1,...),(1, 1,3,2, 1,..) 

5. Résoudre l'équation a^ - 4x - 2 = 0, 

L'équation a une racine dans chacun des intervalles (1 , 2), ( - 1 , 0), ( - 2, - 1). 
La méthode de Newton donne pour ces racines 1, 51851, - 0, 5085, 
- 1,2436. 

CHAPITRE XVII. 

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS 

RATIONNELLES. 



Préliminaires. 

Ax) 
245. Une fraction pj-^ est dite rationnelle (3), lorsque ses 

deux termes sont des fonctions entières. Nous supposerons 
la fraction irréductible, le numérateur d'un degré inférieur 
au degré du dénominateur et le premier coefficient de F(x) 
égal à l'unité. Si /(x) était d'un degré égal ou supérieur, on 
diviserait /(x) par F(x), et Ton mettrait la fraction proposée 
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SOUS la forme Q -|- ^y-^r Q étant un polynôme entier et 

<p(x) étant d'un degré moindre que F{x), 
Nous nommerons fractions simples les fractions de la forme 

A A A;c + B Ax+B 

X — a (AT-fl)"' {x-ay-^p^' [(a: - a)2 + ^2]° ' 

A, B, a, a, fi étant des constantes, et n étant un nombre 
entier positif. 

Toute fraction rationnelle peut se décomposer en une 
somme de fractions simples. Pour établir cette proposition, 
nous considérons séparément le cas où le dénominateur F{x) 
n'a que des facteurs premiers inégaux, et celui où il admet 
des facteurs multiples. Nous montrerons ensuite comment il 
convient de modifier la décomposition, lorsque F{x) a des 
racines imaginaires. 

Cas des facteurs inégaux. 

246. Méthode des coefficients indéterminés.— Soient a, 6...,/ 
les m racines, supposées distinctes, de F(;c), en sorte que 

F{x) = {x — a){x — b) ... (jc - /). (1) 

On peut toujours déterminer des constantes A, B, Q..., L 
telles, que Ton ait identiquement 

f(x) A , B , C ^ , L 



f(x) X — a x — b ^ X — c '" ^ X — / 

En effet, cette égalité donne 

f(x) = A(x -b){x- c) (X - l) 

+ B(jc — a) (X — c) (x — t) 

+ 

+ L(x — a)(x — b) (X — ky 



(2) 



Le second membre se ramène à un polynôme de degré 
m — \] par hypothèse, f(x) est au plus de ce degré. Si donc 
on égale les coefficients des mêmes puissances de x dans 
les deux membres de (2), on aura m équations du premier 
degré, entre les m inconnues A, B,... L 

Il reste à démontrer que ces équations forment un système 
compatible et déterminé. La méthode suivante nous dispense 
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d'examiner le système; elle fournit aussi un procédé très 
simple pour déterminer directement chaque inconnue. 

247. Calcul des numérateurs. — Les deux membres de (2) 
doivent être identiques ; donc ils ont la même valeur pour 
x= Gf par suite 

fia) = A(a - b) {a -c) ... {a - l), (3) 

d'où Ton tire pour- A une valeur finie et déterminée. On 
trouve de même B en remplaçant x par ô, C en remplaçant 
X par Cf etc. Portons ces valeurs de A, B,... L dans l'égalité (2). 
Les deux membres prendront des valeurs égales pour les m 
valeurs X = a, 6;.., /; comme ils sont au plus de degré 
m — If ils sont identiques (121). 

248. Remarque. — En dérivant l'égalité (1) on obtient 
F(x)=(x-6) (x-c).,. (x-/) f (x-a) {x-c),.{x-l) -h .... 

et en remplaçant x par a, 

F (a) = (a — b) {a — c) ... (a — /). (4) 

Des égalités (3) et (4), on conclut A ^ p, ' ; les coefficients 
A, B, ... ont donc la forme suivante : 

A J^ R-M. î =M 

F'(û)' ~ P(ô)' "•' F'(/)' 

249. Exemple. — Décomposer en éléments simples la fraction 

2x^ — 3x^ + x«— 12x -h 6 
x' ~2x^ — x+ 2 

En effectuant la division du numérateur par le dénominateur, 
on trouve pour quotient 2x -\- 1, pour reste 5x- — 15x -|- 4. 

Le dénominateur étant égal à (x— 2) (x— 1) (x+ 1), posons 
5x- — 15x + 4 A , B , C 

^ - — 7 -\ 



(x— 2)(x— l)(x+ 1) x—2 ' x — l "^ x+1' 
en chassant les dénominateurs, on obtient 
5x2-l5x+4-^A{x*-l) + B(x-2)(x+l)+C{x~2)(x-l). (5) 

Identifiant les deux membres de (4) on trouve 
A -I- B + C = 5, B + 3C = 15, — A — 2B + 2C = 4. 
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Ce système d'équations a pour solution 

A - — 2, B = 3, C - 4. 

On arrive plus rapidement au résultat en remplaçant, dans 
les deux membres de (5), x successivement par 2, 1, — 1. 
Enfin, pour appliquer la méthode du § 248, on substitue les 
nombres 2, 1, — 1 dans la fraction 

f(x) _ 5x^ — 15X + 4 
?\x) 3;c« — 4x— 1 ' 

La fraction proposée prend donc la forme 

2 3 4 



X — 2 ' X— 1 x+ 1 

Cas des facteurs égaux. 

250. Pornie de la décomposition. ~ Supposons F(x) de la 
forme (x — a)« Fj (x), F, (x) étant une fonction entière qui ne 
contient pas le facteur x — a. On a identiquement 

f(x) ka m-kafA^) 

+ -: . ; (6) 



(x— a)aF,(x) (x — a)» (x— a)aF,(x) ' 

car si Ton fait la différence des deux 1res fractions, on trouve 
la 3«. Déterminons Aq par la condition que le numérateur 
de la dernière fraction soit divisible par x — a ou s'annule 
pour X = û ; nous aurons 

^ ~ Fi(a) ' 

valeur finie et déterminée, puisque f{a) ' et F, (a) /-- 0. 

Divisons /(x) — ka F^ (x) par x — a ; soit /, (x) le quotient. 
L'égalité (6) prend la forme 

m ka /i(x) 



(X— fl)aF,(x) (X — a)« (X— û)a-iFi{x) 

Donc, la fraction proposée est décomposable en une fraction 

ka 
simple de la forme , et en une nouvelle fraction ration- 

(x — a)« 

nelle dont le dénominateur ne renferme plus que la puissance 
(a — \) du facteur (x — a). 
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Par analogie: 

fAx) 
(x-c)«-'Fi(*) 

fAx) 



Aa-i 



+ 



Âi^) 



{x — a)c-^ (x— fl)«-2 Fi(Ar)' 



Aa 



-2 



(x— û)a-2Fi(x) (x— a)« 



-2 



+ 



/sW 



(jf— c)«-3F,(x) ' 



Al ^/aW 



Donc 
/(x) 



fa-Ax) _ 
(x-fl)Fi(jf) X — c ' F,(x) 



Aa , Aa-1 Ai fa(x) 

_j ^ [- ... -^ ^ __ — 

x—a Fi(x) 



(A:-a)aFi(je) (JC — fl)« (x-c)a-i 
Si F,(j(:) = (jf — ô)/'F2(;if), on trouve, de la même manière, 



Mx) 



B 



^ 



B 



+ 



/î-, 



F,(x) {x—b)^ (x-b)^- 



,..+_!^+W^' 



X— ô 



F,W 



Et ainsi de suite. 



f(x) 



251. Théorème. — Une fraction rationnelle W(\> dont le 

dénominateur est- égal à (x — a)« (x — h)^...{x — l)^,etdont 
le numérateur est de degré moindre que le dénominateur, 
est décomposable en éléments simples selon la formule 



Al I Aj I 

-rrz — ::Tî~r- 



f{X) 

F (x) x — a ' {x — a) 
B, B 



(X — 0)0 

B 



+ 



+ ...+ 



'iS 



x — b (x — b) 



(x-bf 



+ 



U 



+ 



X — / (X — /)' 



+...-f 



(x-/)' 



(7) 



et cette décomposition ri est possible que d'une seule manière. 
La première partie du théorème a déjà été démontrée (250). 



- 240 - 

Pour établir la seconde, observons d'abord que toute 
décomposition de yrrr en éléments simples ne peut com- 
prendre que des fractions ayant pour dénominateur une 
puissance de x — a, x — bf,.. ,x — /. Car, si une décom- 
position comprenait 

N. N, Nv 



x—n {x — ny {x-ny 

. où n serait différent de a^ b, ,,., l, on pourrait réduire la 

somme (A) en une seule fraction de la forme , N dési- 

(x-ny 

gnant un polynôme au plus de degré v — 1 ; d'après cette 
décomposition, ^-y aurait une valeur infinie pour x =- /z, 

ce qui exige que F(jc) renferme le facteur x—n. Supposons 
ensuite qu'il existe la décomposition (7) et une seconde 
décomposition 

A\ A', A'a' B'i 



x—a (x—ay (^-û)a x — b 

Je dis que a = a', Aq = A'^'. En effet, si a > a', égalons 

les deux décompositions après les avoir multipliées par 
(x — a)a] il vient 



B'x 



x-b 



+ ... 



(8) 



= (;,_û)a-a'[A',(x-a)«'-i + ...4-A'a'] + (x-a)a 

Cette égalité est impossible ; car le premier membre, pour 
jc == a, se réduit à Aq, tandis que le second devient nul. 

On démontre de même qu'on ne peut avoir a' ]> a. Si, 
dans l'égalité (8), on suppose a =-- a', et qu'on fasse x = a, 
on trouve Aq = A'q. 

Supprimons maintenant dans les deux décompositions la 

Aa 
fraction commune ; les restes étant égaux, on voit, 

(x-a)a 
en raisonnant comme tantôt, que Aa-\ = A'a_i . Et ainsi 

de suite. 
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252. Calcnl des numérateurs. - Pour déterminer An 

Aa-i, ..., Al, on peut suivre la marche indiquée au § 250 

ou employer la méthode des coefficients indéterminés. Le 
procédé suivant est préférable lorsque a est quelque peu grand. 

Posons 

A^) Aq Aa-i A, fa(x) 

f +...+ — -+-^^^) (Q) 



(jc-û)aFi(;c) (jc-a)« (x-fl)»-^ x-a F,{x) 

nous aurons l'identité 

Ax) = AaF,(x) +Aa-i(x-a)F,ix) + ... 

+ Ai(x-a)«-iFi(x) + (x- a)<^fa (x). (10) 

Si Ton y fait x = a, on trouve i{a) = AaFi(a) ; d'où Aa. 
En dérivant les deux membres de (10), on obtient 

f{x)=kaf\{x)+ka-^f^(x) + ka-^KX-a)f\{x) + ,.., (11) 

égalité qui, pour x = a, se réduit à 

/(a)=AaF\(a) + Aa-iF,(û); 

on en conclut Aq-i. Dérivant ensuite les deux membres de (11) 
et faisant x = a^ on trouve Aa-2. On continue ainsi jusqu'à 
la dérivée d'ordre a — 1. Dans ces calculs, on peut négliger les 
dérivées du dernier terme de(lO); car elles s'annulent pour x=a. 

253. Voici une autre méthode. Multiplions les deux membres 
de l'égalité (9) par(x — û)«: 

— — = Aa + Aa-i(x-fl) + ... + Ai(x-a)«-^ + — — , 

Fi (x) F, (x) 

et remplaçons x — a par A : 

— ^^Aq + Aa-iA + Aa-2A'-' + ... + AiA«-^+ , 

D'autre part, développons /(a + A) et Fi(ûr + A) suivant les 
puissances croissantes de A, et effectuons la division du premier 
polynôme par le second jusqu'à ce qu'on trouve au quotient un 
terme en A«- * ; le quotient complet de la division est de la forme 

Qo + QiA + Q,A2 -f ... -t Qa-iA«-» + f^P+h)' 

Neubero. - Algèbre. 16 
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Les nombres Q„, Q„ Qj, .... Qa-i sont les valeurs cherchées 
de Aq, t\(i — I, ..., A]. 

254. Application. — Décomposer en fractions simples 

5jc* + 5jf — 6 
{X — l)^ (x-j-l) x' 

Posons 
5x» + 5je-6 A , B , C , D , E .,.. 



(jc— l)*(x+l)jc (JC-1)3 ' {x—\y ' JC-1 ' x+\ 

cette égalité donne 

5x^+5x—6==A{x^+x)+B{x—Ux^+x)+C{x—\f{x^+x]] 

+ (x-ip[Dx+E(x+l)l. 



(13) 



Remplaçons x successivement par 1, — 1, ; il vient 

A = 2, D = — I, E = 6. 

4 

Si l'on dérive deux fois de suite l'égalité (13), on obtient 

10x + 5=A(2a:+ 1) + B[x'' + x+{x- 1) (2x + 1)] 

+ C[2(x — 1 ) (jf' + X) + (jf- 1 )' (2x + 1 )] + etc. 
10=2A + B[2x+ 1 + 2x+ 1 + etc.] + C[2(x'= -]-x} + etc.] + etc. 

Faisons x = 1 ; en prévision de cette hypothèse, nous n'avons 
pas écrit certains termes contenant le facteur x — 1. Il vient 



15 



3A + 2B, 10 = 2A + 6Bm 4C; 



d'où B =^ |, C =-- - ^. 

Pour déterminer A, B, C on peut aussi multiplier l'égalité (12) 
par (x — 1)3 : 

,7^ -A + B(x-1) + C(x-1)*^ + ...; 

remplaçant jc — 1 par h on trouve 

_____ .. A + BA + Or + .... 
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Effectuant la division indiquée on obtient pour quotient 

9 21 

2 + j A - ^ A* + .... 

Q 21 

Donc A - 2, B = ^, c = — =/-• 

' 2 4 



Cas des facteurs imaginaires. 

255. Facteurs simples. — Dans ce qui précède, les racines 
de F[x) peuvent être réelles ou imaginaires. Si les coeffi- 
cients de /(x) et F{x) sont réels, les racines imaginaires de 
F{x) sont conjuguées deux à deux et on peut modifier la 

décomposition de 'Qr^ de manière que les imaginaires en 

disparaissent. 

Soit a -\- pi une racine simple de F(jc) ; la décomposition 

f(x\ 
de ppr comprend une partie de la forme 

: + - — ?-7-^.- (14) 



X — a — pi X — a + pi 
On sait (248) que 

._AaJJi) fia - pi) 

"^ - F(a-\-pi)' ^ - r(a-pi)' 

Si Ton réduit A à la forme ^ + vi, la valeur de B sera 
/i — vi et l'expression (14) devient 

fji-\-vi fi — vi _ ix(x — a) —vp 



x — a — pi ' x — a-\-pi (x — af ^ ^ 

Donc, la somme des fractious simples correspondant aux 
facteurs conjugués x — a — /5/, x — a -^ pi est une fraction 
qui a pour numérateur un binôme du premier degré, à 
coefficients réels, et pour dénominateur (x — a)^ + P^^ 

256. Fadeurs multiples. — Si a + pi est p fois racine de 
F(x), a — pi est également p fois racine, et 

F(x) =-- [(X - af \ P'Yf,(xy 
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On a identiquement 

/(x) A;c + B . /x) - ( Ax+ B)F. (x) 

Déterminons A et B par la condition q\ie/{x) — (Ajf+B)F,(x) 
soit divisible par (x — a)« + ^. Si /i(x) est le quotient et 
Rx + S le reste, nous posons R = 0, S = ; ces équations 
détermineront les valeurs de A et B. L'égalité (15) devient 

Ax) A;c + B A(jr) 

[(x-a)^+/?»pF,(x) [{x-ay-\-n [(x-ar-\-fin'-'FM) 

Opérons de la même manière sur la dernière fraction : 
/.x) A.x + Bi MX) 

Et ainsi de suite. En résumé, on trouve 

Ax) _ Ax + B A.x + B, . 

F{a;) [(x-ar-\-n' "^ [(x-ar + z?^]'^' "^ ■■■ ' 

. Ap_iX + B,_. /p(jr) 

"^ (x — aY + /î* "^" F,(X)' 

257. Calcul des coefficients. — - L'égalité (16), donne 

/(;c) = (Aa; + B)F,(jc)+{A,x+B,) [{x-a)^ + fi^F,{x)-\-... \ 
+(A^.x^-Bp_,)[(x-a)^+/î=l'-T,(x)+[(x-a)"+/î']%(x). f ' 

Si l'on fait x = a + fit, il vient 

/(a + fil) = [Aa + Afii + B]F,{a + fil) ; 

égalant les parties réelles et les parties imaginaires des deux 
membres, on obtient deux équations qui font connaître A 
et B. Dérivant les deux membres de (17) et faisant de 
nouveau x ^ a + fil, on trouve une équation en A, B, A„ B, 
qui se décompose en deux autres servant à déterminer à 
A, et B,. Et ainsi de suite jusqu'à la dérivée d'ordre (/; — 1 ). 
Dans le calcul des dérivées, on peut négliger le terme 
[(X - «•)» + fi^VMx). 

25S. Application. — Décomposer en fractions simples 

x"" -\- X + \ 
(x^—l)(x^+\f 



(16) 
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Posons 
x^ + x+l A , B ^ Cx +D . Ex + F 



(a:2— l)(;f2 + l)2 x+l ' x—l ' {x^+iy ' x* + 1 ' 

d'où^^+A:+l=A(Ar-l)(x« + ir+B(x+l)(x«+ir 1 ..«. 
+ (Cx + D)(x^-l) + (E>r+F)(x^-l)(x*+l). f ^'""^ 

Faisant successivement x - — 1, + 1, /, on obtient 

1 = — 8A, 3 = 88, / = — 2{Ci + D) ; 

d'où A = — ^, B = |, C = — ^, D = 0. 

Dérivons l'égalité (18) par rapport à x et remplaçons 
ensuite x par /. Dans le second membre, on peut négliger 
de dériver les termes en x- + 1 et écrire simplement 

2x+l=.. + C(x- — l)+2x(Cx + D) + 2x(Ex4-|F)(x«— 1)+.. 

On en tire E^ — -j, F=- — •^- La décomposition cher- 
chée est donc 

1,3 X X + 2 



8(x+ 1) 8(x— 1) l(x2 + ly 4(x2 + 1) 



Exercices et notes. 

1. Si a, b, c, ... /, désignent m nombres différents, ti /[x) une fonction 
entière du degré m - 2 tout au plus, on a 

^ (a-^)(a-l)..(a-/) = °- <^"^'^''> 

On pose 

FU) - {x — a){x — b),..{x — t)/^ ^ S ^ 



F(x) x—a 

d'où /(x) = :SA(x — b) (x— c)., (x — /). 

Identifiant les coefficients de x^-^, on trouve A + B + ... L = 0. 
Mais on a (248) A = ^ , etc. 

En particulier, si yei < m - 1, 



(a — b) {a — c).,{a — /) 



=^ 0. 
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2. Démontrer l'identité 

■ 

. aiai...a„ (g, — bi) (fl, — é,) ... (g, — bi) 
^ '' bA-bu à,{b,-b,) (*, -b,) .. (b, - b„) 

m 

(«1 — *ï) (o^ — bi)... (g„ — b^) 



+ 



bi{bt — bi) {bi — b-j) ... {bi — b„) 



-A- 1 K — ^n)(fl«-^)-(g» — ^n) , ..„ /RARBARIN^ 

+"• ^ 6o(*n - *.) (*n - b,) ... (6„ - 6^.) * ^' • (B^"»^"'") 

On décompose en éléments simples la fraction 

(x — gj (x — gg) ... (x — gp) . 
(X — b,) {x — b^,. {X — b^y 

dans l'identité ainsi obtenue, on fait x - 0. 

3. Les constantes A, B, C, a, b, c, étant données, déterminer Ai, Bi, 
Cl, de façon que l'expression 



x — a ' x — b ' X — ^ ' (x— fl)2 ' (jc— 6)« ' (x — cy 

soit le carré d'une fraction rationnelle. 

Identifier l'expression avec [ \ tH — — ) en décomposant 

2MN 

... en fractions simples. Si A + B + C = 0, le problème 



(x-a) (x-b) 

a une infinité de solutions. 

4. Décomposer la fraction 

1 



(x— l)(x— 2)...(x— /î) 



5. Décomposer "^ »/x) étant une fonction entière de degré q < p. 

Soient Ri, Ri,... les restes de^^x) divisée plusieurs fois de suite par 
X - a. On a (135) 

/(X) R, , _Rj_ , 



(X— g)" (JC— g)» ' (x-g)"»-' 
On peut ausssi partir de l'égalité 

/(x)=/(g+x-g)-/(g) + (x-g)/(g) + ^^^^=^/"(û) + ... 
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6. Décomposer r — ^ — w i /?2ip ' A^) ^t^"* une fonction entière dont 

le degré g < 2p. 

Les numérateurs des fractions faisant partie de la décomposition sont 
les restes de J(x) divisée plusieurs fois de suite par {x - af -\- P'^. 

7. Décomposer 

5x^ + 3x — 1 3y — 7 x^ — 2x + 3 1 

x^ + 4 ' (x^+l)'' x* + 5x2 + 4' x^-l' 
x^ — \ (X — 2)(x — 4)(x — 6) 

(x^+1) (x^+4)(x2+9)' (x-\)(x-3){x-b)' 

X^ + X 1 x A^+ 1 

x^ + 1 ' jc2(x— l)(x — 2)' {x — ay{x — bY' x^-\-\ 

On observe que 

jc4 + 4 = x^ + 4x24-4— 4x2=:(x2 + 2+2x)(x2 + 2— 2x). 

8. Décomposer 

1 1 1 

x2"^-f 1' ;f2m-fl _ 1' (X — a)'^{X — b)"^' 

CHAPITRE XVIII. 

THÉORIE DES DIFFÉRENCES. 



Différences des divers ordres. 

259. Définitions. — Soit une suite quelconque de /î + 1 
nombres, 

tkf «1, «2, •.., ^-1, «n. (1) 

On appelle différences premières ou différences du premier 
ordre des quantités (1), les différences obtenues en retranchant 
chacune de ces quantités de la suivante, et Ton pose 

Atfo = Wi — W(„ A//, = «2 — //„ ... , A//n_, = //n — «n-i; 
on obtient ainsi uue deuxième suite : 

ÙMq, Atfi, A^o; • -, A^n_i. (2) 

Opérant sur la suite (2) comme sur la suite (1), on forme 
une troisième suite que Ton représente par 

^'u,, \'u,, (s:'u,, ..., AX-», (3) 

de sorte que 
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Les quantités (3) sont les différences premières de la suite 
(2) et les différences deuxièmes de la suite donnée (1). 

De même, si l'on pose 
A^tfo =à!^Ui— A'^tfo, A^^i --= A^/Zg - A^//i , . . . , A3^n_3 = A^^n», — A^/Zn.,, 
on obtient la suite 

l^Uo, A^^i, A^//2, . . . , A^^n-s 

des différences troisièmes des termes donnés. Ainsi de suite. 

Les (n + 1) termes Uq, u^, ..., Ur, donnent lieu à n diffé- 
rences premières, k n — \ différences deuxièmes, etc., enfin 
à une seule différence de l'ordre n^ représentée par I^Uq. 

260. Tableau des différences successives. — On adopte 
l'une ou l'autre des deux dispositions suivantes: 



u 



Of 



u 



11 



U 



2; 



U 



3; 



A// 



0» 



A//i, A/Zj 



. . . , 



u 



n— s 



Wn-i, 



U 



n; 



AX, A»//,, 



, A3^n-3, 



A°-»//o, A°-^w„ 
A°r/o. 



u 


A 


A* 


• 


.^n-1 


A" 


«0 


A^o 


A'a„ 


• • • • 


A—tto 


A-Uo 


«1 


A//i 


A««, 


• ■ • • 


A— 'u, 




«2 


A^a 


A««s 


• • • • 






«3 


A^3 


A^«3 








• • • 


■ • « 


• • • 






«n 













Les schémas suivants indiquent la formation de ces tableaux : 



a b 
c 



a 
b 



c= b — û, a = b — c, b= a + c. 
Exemple. — Former le tableau des différences des quantités 

5, 11, 19, 15, 4, —2. 



On trouve 



249 - 



5, 11, 19, 15, 4, —2 

6, 8, -4, -11, -6, 

2, —12, —7, 5 

-14, 5, 12, 

19, 7, 

—12. 



u 


A 


A* 


A3 


A^ 


A= 


5 


6 


2 


14 


19 


12 


11 


8 


— 12 


5 


7 




19 


4 


7 


12 






15 


-11 


5 








4 


6 










-2 













261. Remarque. — Désignons par T un tableau de diffé- 
rences successives, pris sous la seconde forme, et par T le 
tableau qu'on déduit de T en supprimant les p premières 
lignes et les q premières colonnes. T' est encore un tableau 
de différences successives : sa seconde colonne renferme les 
différences, premières des termes de sa première colonne, sa 
troisième colonne les différences deuxièmes des mêmes termes, 
et ainsi de suite. Les notations des deux tableaux T et T' 
deviennent identiques, si Ton ajoute p unités à l'indice de u 
et q unités à l'exposant de A dans chaque élément de T. 
Or, une formule écrite pour le tableau T doit s'appliquer 
aussi au tableau T', les éléments de T étant remplacés par 
leurs homologues de T' ; par conséquent, une formule générale 
relative à un tableau de différences successives subsiste encore, 
lorsqu'on augmente tous les indices des u d'un entier 
quelconque p et tous les exposants des A d'un entier 
quelconque q. 

Les éléments de la première colonne de T, c'est-à-dire 
^^} ^u ^3; ..• sont censés être remplacés par A'^^o; ^^«u ^^^%) - 
Cette remarque nous sera fort utile dans la suite. 
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Différences des fonctions entières. 

Le calcul des différences est souvent appliqué aux valeurs 
successives «o, u^, //g, ... que prend une fonction de x quand 
on donne à x des valeurs en progression arithmétique. 

262. Théorème. — 5/, dans un polynôme entier en \ de 
degré m, on remplace x par des nombres en progression 
arithmétique^ les différences m^ des résultats de substitution 
sont constantes. 

Soit la fonction F(jc) = Ao^f™ + A,x^-^ + ... + A^. 

Désignons les quantités 

F(jc), F(a: + A), F(a: + 2A), ..., Y{x^nh) 

par «0, "i, ^, .", «n. 

Nous aurons, par le théorème de Taylor, 

A//o -= F(x + A) - F(x) ^ AF(x) + f^ r\x) + ... + -^ F(™) (x) ; 

i.z m\ 

comme les polynômes F'(x), F"(x),... sont des degrés /n—1, 
/7/— 2, ..., A/^o s'exprime par un polynôme de degré /n— 1, dont 
le terme de degré m — 1 est mk^hx^~^] ce terme s'obtient donc 
en multipliant par h la dérivée du premier terme de F(x). 

En désignant F(x4-A) — F(x) par Fi(x), on a évidemment 

A««o = Fi(^+A)-Fi(x), 

Fifjc) étant de degré m— \, ^.^u^, est un polynôme entier de 
degré m — 2 dont le premier terme s'obtient en multipliant 
par h la dérivée du premier terme mk^hx^'^ de Fi(x) ; le 
premier terme de A'^o est donc m(m — \)k,^h^^~^. De même 
le premier terme de A^^o est m(m — 1) (a/î — 2)AoA^3c°»"^, et 
ainsi de suite. Finalement, 

AX = A°^ P"'^^;) = m(m - 1) ... Zl.AoA"^, 
valeur indépendante de x; ce qui démontre le théorème. 

263. Application. - Substituer des nombres entiers consé- 
cutifs dans une fonction entière. 

Pour fixer les idées, soit à chercher les valeurs de 

F(x) = 2x3 — x« + 4x + 9 
pour X = — 4, — 3, ..., 3, 4. 
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Le polynôme étant du 3^ degré, les différences 3^ des 
valeurs qu'il prend pour des valeurs de x en progression 
arithmétique sont constantes, égales au produit de la dérivée 
troisième du terme initial de F(x) par le cube de la raison 
de la progression ; ces différences ont donc pour valeur 
constante 12. Cherchons directement les résultats de substi- 
tution pour trois valeurs consécutives de x; par exemple 

F( - 1) = 2, F(0) ^ 9, F(l) = 14. 

Il est maintenant facile de dresser le tableau suivant: 



X 


u 


^u 


A«« 


A'a 


4 


151 


85 


38 


12 


— 3 


66 


47 


26 


12 


2 


19 


21 


14 


12 


1 


2 


7 


- 2 


12 





9 


5 


10 


12 


I 


14 


15 


22 


12 


2 


29 


37 


34 




3 


66 


71 






4 


137 









On inscrit d'abord, dans la colonne //, les valeurs F(— 1) = 2, 
F(0) = 9, F(l) = 14 ; puis, dans la colonne Atf, leurs diffé- 
rences premières 7, 5; dans la colonne A^w, leur différence 
seconde — 2. Tous les nombres de la dernière colonne sont 
égaux à 12. Pour remplir les autres colonnes, on a recours 
au schéma 



a 
b 



, 6 = fl-|-r, a = b 



2 + 12 - 
2—12 = 



10, 10+12 - 22, 22+12- 34 
14, — 14 — 12 = -26, -26 — 12--38,etc. 

Formules des différences. 



264. Problème I. — Connaissant le premier terme Uq (Tune 
suite, ainsi que ses différences successives, Juq, ^'Uq,... ^"u^, 
calculer les termes Ui, Uj, ... Un. 
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D'après la définition même des différences, on a 

puis, en ajoutant membre à membre, 

«2 --= ^1 + A^i -= Uq + 2Atf + ^^i^Q ; (2) 

et en augmentant d'une unité les exposants.de A (261) 

Attg =-= A^o + 2A2/io + ^s'^o- 
Mais u^ + Az/2 = «3 ; donc 

^3 = «^0 + 3Atto + 3A*tfo + ^^^^0- 
Sans aller plus loin, on prévoit la formule suivante: 

Un =-- Uo + QA^o + C5A2«o + ... + CîA"-»Wo + A" Uo. (3) 

Pour montrer qu'elle est générale, supposons-la établie 
pour la suite Uq, u^^ u^, ... Un . Si l'on introduit un nouveau 
terme Wn+i, on pourra appliquer la formule (3) à la suite 
A/io, A//i, ..., A//n , ce qui donne 

Aun = Auo + C[A%, + C^A^u, + .. + Qz!" ^o 4 ^"+ï//o. (4) 
Or //n+i = //n + ^«n; douc à cause de (3) et (4), 

en remarquant que Cp + Cp_, -- C^^\ on voit que 

«„4_, =//o+Cî+>^//o+c;+^ A%, + ... + cr^zin//o+j"+v 

La loi est donc générale. 

On peut écrire l'équation (3) sous la forme symbolique 

en convenant de développer (14 A)^ comme si A repré- 
sentait un nombre. 

265. Problème II. — Etant donnée la suite Uo, Ui, ..., Uu, 
calculer les différences zlUo, A-\Xç,^ ..., J"Uo. 

Par définition, 

Auq =- î/i - î/o, Av^ ^Ui - Vu ^^Uo = Aui - Auo ; 
il en résulte 

A^Uq = (z/g - î/j) - (z/i - z/o) = a/2 - 22/i + z/o. 
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Augmentant d'une unité les indices de u (261), on aura 

A^^i = //y — 2Uo 4- i^\ ; 

d'où, en retranchant A^^o de^A^w», 

A^^o = ^3 — 3tf.> I 3//, — tfo. 

Ces résultats font soupçonner la formule générale 

A°^o = ^° - C?r/„_, 4 Gw„_, — ... + (- 1)°^,. (5) 

Supposons-la établie pour les n premières différences de 
tfo- Si Ton introduit un nouveau terme Un^\, on peut écrire 
en ajoutant une unité aux indices de ^ (261) : 

A°w, = //»+' — Cf^„+ Cî^o-i — ... + (— l)°«i. 
Mais A"+i/i„ --- A°//, — AVo ; par conséquent 

A«+ï//o^/^„+,.-(Cf+lK+(C?+CfK-,-... + (-l)"+>//o 
= //„4., — G;+iWo+ C;+^/i„+, - ... + (- l)"^*^o. 

Or la formule (5) est vérifiée par /z -= 2, donc elle est 
vraie pour /z = 3," 4, ... ; elle est donc générale. 

On écrit la formule (5) symboliquement ainsi: 

AX -{u- \Y, 

en convenant de remplacer u? par u^ et de prendre pour 
dernier terme du développement ( — l)°tfo. 

266. Applications. — I. Appliquons la formule (5) à la suite 
F(3c), f(x + h\ F(x + 2A), ... F(jc + nh\ 
?(x) désignant le polynôme AoX"" + Ai^c"""* + •••• '• vient 



A^F(x) ^ f(x + /zA) — Cf F(x+/î— lA) + C?F(x y n — 2h)—... 

+ (- l)°-*C?F(x + A) + (- l)»F(x). 

Sx n = nif cette égalité donne 



m ! AoA^"- f(x + mh)—C^?(x +/w — 1A)+ ... + (— irF(x). 
Si /i > /w, on a A°F(x) = 0, et 



F(x + ;zA)-GF(x+/i~lA) + GF(x+/z-2A)+...+(-l)"F(x)=0 
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Réduisons F{x) à x^^ et faisons x ^ \^ h ^ \ ; les deux 
dernières formules deviennent 

(m + ir— y/w°^+^^fciV — ir — ... -h (- l)^ = m\, 

{n-^ir-jn^+ ''^''~^\ n-\r-,..+ (- 1)™= 0; (6) 
l'égalité (6) suppose n^ m. 



Interpolation. 
267. Définition. — Supposons connues les valeurs 

^0» ^\i ^2t *" t ^n 

d'une fonction w, pour les valeurs 

^Ot *ii *^2f • • • I "^n 

de la variable x. Le problème de l'interpolation consiste à 
déduire, des couples de valeurs 

{Uo,Xo), (U,,X,), {U^,X^\ ..., (Un.Xn), (1) 

la valeur de u qui correspond à une valeur quelconque de x. 

Ce problème est déterminé lorsque u est une fonction 
entière de degré n. En effet, soit 

^ = Ao + AiX + AgX^' + ... + A„x"; (2) 

si l'on exprime que les valeurs (1) vérifient l'équation (2), 
on obtient n + 1 égalités de condition, d'où l'on peut tirer 
les valeurs des n + 1 inconnues Ao, Ai, ..., An . (Voir § 268). 

Plus généralement, le problème est déterminé, si u est une 
fonction de forme connue et contenant n -\- 1 paramètres 
indéterminés. 

Ordinairement la forme de la fonction u est inconnue et, 
par suite, le problème de l'interpolation admet une infinité 
de solutions. Dans ce cas ou encore lorsque le calcul des 
valeurs numériques de la fonction présente des difficultés, 
on suppose que la fonction u soit développable en série 
suivant les puissances croissantes de x et que le développe- 
ment soit assez convergent pour qu'on puisse le réduire à 
ses n -\- \ premiers termes. Cette hypothèse donne des 
résultats suffisamment exacts pour les applications, lorsque 
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les nombres Xq, Xi, x^, ..., x„ sont assez rapprochés et que la 
valeur de x pour laquelle on doit chercher la valeur 
correspondante de u diffère peu de l'un des nombres 

^o> •*!> •*2> '"t n • 

268. Formule de Lagrange. - D'après ce qui précède, il 
s'agit de déterminer la fonction entière 

u = Ao + kyx 4 AjX» + ... + A„x" (3) 

par la condition que pour les valeurs x = Xo, x,, x^, ..., Xn, 
elle prenne respectivement les valeurs //o, u^^ u^, ..., «„. 

Les coefficients Ao, Aj, ..., An résultent des égalités 

^1 == Ao + AiXi + AgX^ + ... + AflXj, r^v 



Un — Ao + AjXn "T AgX^ -|- ... 4" AnXj|. 

Le déterminant des coefficients des inconnues A^, A^ ... est 
le déterminant de Vandermonde (43) des quantités Xq, Xi,..., Xni 

1 x„ 



1 









1 



n 



n 



'n 



Comme il est égal au produit de toutes les différences des 
nombres Xq, x,, ..., Xn pris deux à deux, il n'est pas nul ; donc 
le système (4) admet une solution déterminée. Pour obtenir u^ 
exprimons que les équations (3) et (4) sont compatibles; il 
vient (75) 



u 


1 


X 


X'^ 


... 


JC" 


«0 


1 


Xo 


x2 


... 


*"o 


• • 


1 

• • 

• • 


3f, 

• • 


X2 

• 


. • . 
« * . 


m m 
• m 



Un 



1 



n 






0. 



(5) 



En développant le déterminant (5) suivant les éléments 
de la Ire colonne, la solution prend la forme 

u = Po«o + Pi^i + P2«2 + ... + Pn «n ; (6) 
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Po, Pi, ..., Pn désignent des fonctions entières de x, de degré n, 
et indépendantes des quantités Vq, 2/1, ...; Un . 

Ces fonctions s'obtiennent aisément par la méthode suivante. 
Le second membre de (6) doit se réduire à Vq pour x -= Xq; 
donc pour x = x^ les polynômes P,, P2 ... Pn s'annulent et Po 
prend la valeur 1. De même pour x - x^, u se réduit à u^ ; 
donc Po, P2, P3, ..., Pfi s'annulent et Pi prend la valeur 1 ; etc. 

D'après cela, le polynôme Po étant de degré n et s'annulant 
pour X = Xi, Xg, ..., Xn , on a 

Po = Bo (X — Xi) (X — Xg) ... (X — x„ ), 

Bo étant une constante ; comme Po =^ 1 pour x == Xo, on a 

1 = Do(Xo XJ (Xq Xg) ... (Xo — -^n); 

et par suite 

(x-x,) (X-Xg)... (x-x„) 



Pn = 



(X0 Xj) (Xo Xg) ... (Xq Xn ) 



On obtient de même Pi, Pg, ... La fonction cherchée est donc 

(x-Xi) (X-X2)...(X-X„) 



vu 



+ ^1 



(Xq — Xj ) (Xo Xg) ... (Xo Xn ) 
(-^-^0) (X-Xj)... (X-Xn) 



(Xj Xy) yXx Xj) ... ( X| Xn ) 



+ ^n 



(X-Xo) (X-Xi) ... (X-X„_i) 



(7) 



(^n -A:o)(X„ -Xi)...(x" -Xn-i) 

Remarque. — Si l'on pose 

F(x) = (X — Xo) (X — Xi) ... (x — x„ ), 
la formule (7) peut être écrite ainsi : 

FM .. . FM .. . . F(x) 



"" (x-x,)F(Xo)''« ' (x-x,)f\x,) 



Z/I + ...+ 



(X— x„)F'(x„) 



y 



lin- 



Elle résulte aussf de la décomposition dCp^rcn fractions 

simples (248). 

269. Première formule de Newton. — Elle s'applique seule- 
ment au cas où les valeurs 



^0; ^if ^2» •••; ^n 



(8) 
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correspondent à des valeurs de x en progression arithmétique 

^01 -^0 + K -^0 + 2A, ..., Xo + nh. (9) 

Formons le tableau des différences successives de la suite (8) ; 
nous aurons (264) 

^i ^ Wo + Az/o, z/g = 2/o + 2A2/o + AH/o, ..., 
2/n = z/o + j^^o + 12 ^ ^0 + .-. + Y A"-ïz/o + A«z/o. 
Toutes ces valeurs seront données par la formule générale 

' (10) 

+ rxT^ ^ ^°' 

pourvu que p soit un nombre, entier non supérieur à n. En 
effet, si /? <] /i, le développement s'arrête de lui-même au 
terme en Ap2/„, les termes suivants renfermant le facteur nul 
p—p. 

Cela posé, si Ton élimine p entre la relation (10) et 
régalité X — x„ -|- ph, et qu'on remplace u^ par 2/, on trouve 



X— x\ rx—x, 



'0 




'SL _ 1 



x-AT V h J\ h 

u -^ v,-\ p2 A«.+ ^ -^Ï2 —i^^vA-- 

^ 1.2... n ^^^' 

c'est la formule cherchée, car le second membre est un 
polynôme de degré n, qui prend les valeurs (8) pour les 
valeurs (9) de x. 

270. Remarques. — 1. Il est plus simple de considérer la 
formule (10) comme la formule cherchée, en sous-entendant 

X — X 

que/7 est remplacé par — r-^ , où x désigne le nombre pour 

lequel on cherche la valeur correspondante de u. 

H. Si u est une fonction quelconque /(x), le second membre 
de la formule (11) doit être complété par un terme reste; 

Neuberc- Algèbrt, 17 
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Cauchy (C R., 1840, p. 787) a indiqué la forme suivante du 
reste : 

(x— x^) (jc— x„ — A) ... (x — x^, — nh) in+i) 



/n-t-i, 
(«) 



1.2.3 ...(//+ 1 

où a désigne un nombre compris entre le plus grand et le 
plus petit des nombres x„, x^ + nh, x, 

271. Application. — Trouver le logarithme du nombre 

7t - 3,141592653579 . . 

Prenons dans les tables de Callet les logarithmes des 
nombres 3,12, 3,13, 3,14, 3,15 ... et formons le tableau de 
leurs différences: 



X 


U 


A2/ 


^'u 


à^U 


3,12 


0, 491 154 594 


0, 001 389 743 5 


- 0, ... 4 432 9 


0, ... 280 


3,13 


0, 495 544 337 5 


0, 001 385 310 6 


- 0, ... 4 404 8 


0, ... 280 


3,14 


0, 496 929 648 1 


0, 001 380 905 7 


- 0, ... 4 376 9 




3,15 


0, 498 310 553 8 


0, 001 376 528 8 






3,16 


0, 499 687 082 6 









La différence 3e étant sensiblement constante, log x se 
comporte dans l'intervalle (3, 12 — 3, 16) comme un polynô- 
me du 3e degré (262) et on peut employer la formule (10) 
en faisant 

7t — 3,12 



n = 3, Xo - 3, 12, h = 0,01,/? - 



= 2,1592653579. 



Ecrivons donc 

en prenant 

v^^ = log 3, 12 = 0,494 154 594 0, Az/„ = 0,001 389 743 5, 
A2tf„ = —0,000 004 432 9, ^'u, = 0, 000 000 028 0, 



/> = 2,159 265 3579, 



p-\ 



=, 579 632 678 9, 



p-2 



= 0,053 088 452 6 ; 



ce qui donne, tous calculs faits, 

log n = 0,497 149 872 7. 
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272. Seconde formule de Newton. — Newton a donné une 
seconde formule interpolatrice, qui s'applique à des valeurs 
quelconques de x et qui est plus pratique que la formule 
de Lagrange. 

Pour fixer les idées, supposons connus quatre systèmes 
de valeurs (Xo, z/»); (Xi, 2/,), (^2, Uz) (X3, 2/3) des variables x, y. 
Nous prenons pour u la fonction entière du 3e degré 

z/ = A + B(a;-Xo) + C(x-Xo)(x-x,) + D(a:-Xo)(x-Xi) (x-Xg). 

A, B, Q D sont déterminés par les égalités 

z/o-A, 

2/i=A + B(Xi— Xo), 

2/2 = A+B(x2 — j:o) + C(x, -Xo) (Xj,— Xi), 

Z/3 = A+B(X3-Xo) + C(X8-Xi)(X3-X2) + D(X3-Xo)(X3-Xi)(X3-X2). 

La première égalité détermine A. Si on la soustrait des 
autres et qu'on divise ensuite respectivement par x^ — Xo, 
Xg — Xo, X3 — Xq, il vient 

w, — Z/n D 

= 0, 



Xi Xo 

u^ — u 



X2 Xq 

y 3 — y 



— B + C(x, - X,), 



X3 — X 



^==B + C(X3-Xi)+D(x3-x,)(x3-x,). 



Désignons les premiers membres de ces équations par 
y\f y' Il w'3. On a B = w'i, et si on soustrait la première 
équation des autres et qu'on divise les résultats par x^ — Xi, 



Jf3- 


- Xj, on obtient 




«', - v\ 




X2 Xi 




u\ v\ 




X3 Xj 



= c, 

= C + D(X3 — X2). 

Représentons les premiers membres de ces équations par 
li^y z/s'. Si nous éliminons C, nous trouvons 

X9 Xa 
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soit i/à" le premier membre de cette égalité. La formule 
cherchée sera 

Z/ = 2/o + V\ [X—X^ + Z/;'(X— Xo) (X— JC, ) + Î/;"(X— Xo)(X— Xj) (X— X,). 

Pour calculer A, B, C, ..., on peut adopter la disposition 
suivante : 



Jfo 


*1 


X^ 


■»^3 


X, 


Wo 


Wl 


Wî 


"3 


w« 




ï/'l 


«/'» 


t/'s 


"'4 






1* 


< 
< 


*l 

W4 



Les quantités 2/\, z/'g, .•., «/"g, portent le nom de différences 

divisées] chacune d'elles s'obtient en divisant la différence 

entre le terme qui la surmonte dans la ligne précédente et 

le premier terme de cette ligne, par la différence des valeurs 

Il II 

correspondantes de x; par exemple, 2/4" = -^ i- 

X4 X2 

Pour abréger le calcul de 2/, on peut suivre une méthode 
analogue à celle qui sert à calculer rapidement la valeur 
numérique d'un polynôme (116). Ce procédé est indiqué 
ci-dessous pour la fonction interpolatrice du troisième degré : 

v = v, + (x-x,){v\ + (X - x,)[vi + (X - x,)2/;"] }. 

Ainsi, on multiplie z/g' par x — Xg et Ton ajoute v^ au 
produit, etc. 

Application de la théorie des différences 
a la résolution des équations. 

273. Soit à résoudre l'équation à coefficients numériques réels 

F(x) = AoX^ + Aix"-* + ... + A.n = 0. 

Pour séparer les racines, on substitue à x des nombres 
compris entre les limites des racines. On facilite les calculs 
en substituant (m + \) nombres équidistants, 

^0, -^0 + A, Xo + 2A, ..., Xo + mh, 
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a 

et en formant le tableau des différences des valeurs corres- 
pondantes, 

I/o» ^It ^2} •••> ^m; 

de F(x); de simples additions ou soustractions font alors trouver 



F(Xo + /w + lA), F(Xo-|-/w+2/r), .., F(Xo— A). F(Xo — 2A).... 

274. D'après la première formule d'interpolation de Newton, 

+ P^-'\l^-''-^'^ ^-u,. (1) 

l.z ... ffl 

Cette formule montre que, si la suite 

I/o, Ai/o, ^'Vo, ... , AX (2) 

ne présente que des permanences, Xq -{- (m — 1)A est une 
limite supérieure des racines ; car F(Xq -{- ph) anra un signe 
constant pour toutes les valeurs de p plus grandes que m — 1. 
Si la suite (2) ne présente que des variations, tous les termes 
du second membre de (1) ont le même signe pour les valeurs 
négatives de p ; par conséquent x^ est une limite inférieure 
des racines de F(x). 

275. Si les substitutions dont il a été question ci-dessus, 
révèlent Texistence d'une racine dans l'intervalle (x^ -\- phy 

Xo + p 4- lA), on déterminera cette racine avec une plus 
grande approximation en divisant Tintervalle en ii parties 
égales et en calculant les valeurs de F(x) pour 

3^= ^0 +("/?+-') A, Jfo+r)P+-V-..i ^o + (^ + ^^7-K' 

à cet effet, on remplacera dans la formule (1)/? successivement par 

,1 ,2 , Il — 1 

fl fl fl 

Si 11^ niy on cherchera par ce procédé les m premiers 
résultats, et les autres par la méthode des différences (263). 
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276. Tliéorèine de Choquet. (*j. — Les notations étant les 
mêmes que ci-dessus (273), écrivons la formule (1) ainsi: 

Si nous supposons ;; compris entre et 1, les signes des 
coefficients de Auq^ A^Uq^ ... sont mis en évidence. Le maximum 

^^^^^-4-'- de ^<^-/);^-^> sera^. D'où 

/>(! - /» (2 - yP) 1 1 

1.2.3 ^/243^15' 

Ml-/>)(2-/>)(3-/>) p{\-p)(2-p) l \_ 3 _1_ 
1.2.3.4 ^ 1.2.3 ^^IS^ 20' 

p(\-p)(2-p) (3-/;) (A-p) \_ 4 _1_ 

1.2.3.4.5 ^20' 5 25' 



p{\ —p) (2-/7) ...(,m—\-p) 1 

1.2.... m bïïi 

Par conséquent, si Ton désigne par A,, Ao» •••; ^ des 
nombres compris entre et l, on peut écrire 

Il résulte de là que, chaque fois que Uq surpasse en valeur 
absolue l'ensemble des termes de signe contraire à celui de 
z/o, termes où Ton remplace les X par 1, la fonction F(x) ne 
change pas de signe dans l'intervalle (Xq, x^ + h). 

Cette remarque peut servir à reconnaître des intervalles 
qui ne renferment pas de racine de F(x) =- 0. 



(*) Voir Traité (P Algèbre, par Choquet (Paris, Mallet-Bachelier, 1856, 
pp. 377-378 et 385-386) ; Note sur la résolution des équations algébriques 
de degré quelconque par la méthode des différences, par M. Matrot 
(Mémoires de la Société des sciences, de l'agriculture et des arts de Lille, 
1875); Mathesis, 1891, p. 218. 
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Exercices et notes. 

1. (•) La série qui a pour terme général 

(p(n) 



Vn = 



1 ,2,„n 



où (p(n) est un polynôme de degré p, est convergente. Trouver la somme. 

(Darboux). 
Si l'on forme les différences successives de la suite 

9(0), 9(1), 9(2), . , <P(P), 
on a <p{n) = 9(0) + f ^9(0) + ^^^ AV(0) + ... 

par conséquent (on suppose «„ = 9(0)): 



v°° y(") c 

A 1 . 2 ... /t 



^0)+» + ^ + .,.+ ^'"» 



1 1.2 1.2..P 

2. Trouver la somme de la série dont le terme général est 

(p{n) 

{n + a) (n + a + X) ... {n + a+ p)' 

cp (n) désignant- un polynôme au plus de degré/; - 1. (Darboux). 

Formant les différences successives de la suite 

(Pi — a)f Ç>(— fl — 1), ..., ç)(— fl-/7+l), 
nous aurons 

Win) = 9(-fl) + n-haàf{-a) in^a)(n-i-a+\) A^^pj-g) 
wv*) 91. ";n- j _ j ^ j2 (—1)2 

(n-\-a){n-]-a+ 1) ... {n + a-{-p—2)A^'<p{—a) 
"^•""^ 1.2..Gt;-l) ■ (—1)"-' ' 

la série proposée a donc pour somme 
9(— a)l 1 à<p{—a)l 1 



1 /7fl(û+l)...(a+/7-l) 1 p—\{a-\-i)(a-{-2)...(a+p—l) 

A^<p(—a) 1 1 



+ 



12 p — 2{a+2){a-\-3)...{a + p — \)'" 
..Jp-X— û) 1 1 



+ (-1)-- 



l.2...(p—l) p—p+l a-\-p — 1 



(*; Les exercices 1° et 2o supposent la connaissance des séries. 



db 
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3. L'équation 

où F(a) désigne une fonction entière de degré /n - 2, au plus, a toujours 
des racines imaginaires. (Faure). 

Soit m - s \t degré de F{a), s étant au moins égal à 2. Si on multiplie 
le premier membre de l'équation par (x - I) n»-s-l-i, les coefficients des 
termes en Jf«», Am-i, ... xm-H-i sont les différences d'ordre m - s + \ 
d'une fonction entière de degré m - s; ce produit présente donc des 
lacunes. 

4. Démontrer la formule d'interpolation 

_ sin (x — Xi) sin (jc — jc^) . . . sin (x — ;Cp) 
~~ **sin {x^ — jc,) sin {Xq — x») . . . sin {x^ — xj 

sin {x — Xq) sin {x — x^) ,.. sin {x — xj 
* sin (JCi — ATo) sin (x^ — x^) ... sin (Xi — Xn ) 



, sin (x — xj sin (x — x^) ... sin (x— Xn-i) 
. " sin {Xn — Xo) sin (Xn — x^) . . . sin (Xn — Xn- 1) 

5. Démontrer la formule d'interpolation 

U = AqZ/.Fq -f Ai^/iFi + - " + An g/n Fn ^ (BRASSINE) 
A^Fo — p Al 1*1 — j- . . . -f- An Tn 

OÙ Fp désigne le produit de toutes les différences x - xo, x - Xi, . . . , 
X - Xn, à l'exception de x - Xp. 

6. u étant un nombre entier positif plus grand que 1, démontrer la 
formule 

2n{2n-l)...{n-\-3) , 2n{2n-l)...{n+2) 

L2...(n-2) ^ ^ 1.2.. .(/i-l) -"(WKAPTEYN) 

7. Dans la seconde formule de Newton (273). 



•"■0 *1 ■*! •*<) 
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CHAPITRE XIX. 

FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 



277. Définitions. — On nomme fonction symétrique ou 
vniforme des lettres a, b, „,l toute expression formée avec 
ces lettres, qui ne change pas quand on permute d'une 
manière quelconque deux ou un plus grand nombre de 
ces lettres. 

d^ f)^ (^ 

Exemptes, a^ + b^ -\-c^—'iabCf -r- 1 1 1- 



b -\- c ' c-\- a^^ a-\-b' 

Une fonction symétrique entière est nécessairement une 
fonction symétrique homogène ou la somme de telles fonc- 
tions. Par exemple, si une fonction symétrique de a, 6, c, 
contient le terme 3fl^6, elle comprend nécessairement le 
polynôme 

Sfl^ô + 3û63 + 36^ + 36V + 3^a + Zca^ 

que Ton représente par 3 2a^b\ si elle contient le terme 
— 2ab non compris dans les précédents, une seconde partie 
de cette fonction est 

— 2ab — 2bc — 2ca 

ou — 2 Hab ; et ainsi de suite. 

On nomme fonction symétrique simple, toute fonction 
symétrique rationnelle, entière et homogène dont chaque 
terme ne contient qu'une lettre ; telle est la fonction 

fl« + ôa + ... + /«, 

que nous désignerons par Sa, 

Une fonction double est une fonction symétrique, ration- 
nelle, entière et homogène dont chaque terme ne contient 
que deux lettres ; une fonction triple est celle dont chaque 
terme contient trois lettres; et ainsi de suite. Par exemple, 
l'expression 

a\b — cY + b\c— ay + r*(û — bf 

est la somme de la fonction double Za^b^ et de la fonction 
triple — 22:a^bc. 
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Nous verrons que toute fonction symétrique rationnelle 
des racines d'une équation algébrique s'exprime rationnel- 
lement au moyen des coefficients des racines de cette équation^ 
c'est-à-dire au moyen des fonctions symétriques élémentaires 

-Sfl, -Sflô, -Saôr, . . . , abc . . . /. 

278. Formules de Newton. — I. Soient a, 6, ... / les racines de 

f(x) -^ x^ +p^x'^'' + p^x"^-' + ... + Pm = 0, 

en sorte que 

r(x) = (a: — a) (jc — b) ... {x— l). 

En dérivant cette identité, on obtient 

r{x)=(x—b)(x—c),..{x—[)-\-(x—a){x—c)..,{x-l) + .,. 



F(x) 



X — a ' x — b 



Fw +...+ m 



i 



(1) 



Si l'on effectue la division de F(jc) par x — a, on trouve 

-\-Pia 



a 



+ a 

+ Pi 



+ Pm-i- 

Remplaçons a successivement par b,c, ... l et faisons la 
somme des résultats ; nous aurons, eu égard à la relation (1), 



F'W 



s,x 



m— 1 



+ A5« 



.m— ï 



+ Sî 


X" ' + . 


• • ~r "^m— 1 


+ ASi 




+ P.Sm-. 


-f- yPA 




. + P^m-> 

+ ... 



Mais 

par suite 

Si+PiS, = (m— l);;,, 



5m-l + A^m-58 + ;^25m-3 + ... + Pm-\So = Pm-\ ] 



i 
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ou, après simplification, 

Si -t A = 0, • 

s, + PiSi -f 2p, = 0, I 

Ss + PA + PtSi + Pb - Of ( (2) 



De ces formules, on peut tirer 5„ 5^, ... , Sm-i en fonction 
des coefficients p^ p^^ ... Pm-\ ou inversement, ces coefficients 
en fonction de s,, s», ... Sm-\. 

H. a, 6, . . . , / étant les racines de F(jc) = 0, on a 

fl°^ + p,a^'' + p,a^-^ + ... 4 Pm - 0, 
^ + p,b^-^ + /^.ô'n-^ + ... + )e;„ = 0, 



f" + A/"-^ + /^e/^'-^ + ... + Pu, - 0. 
En additionnant ces égalités, on trouve' 

d'où Ton déduit s^ en fonction de Sm-i, 5m-2, ... 

Multipliant les relations (3) respectivement par a" , 6" , ... /" 
et faisant la somme des résultats, on obtient 

^m+n + P\Sni-\-n—\ -\- PtSm-\-n-2 + ...-]- PrxSn =^ 0, (4) 

formule qui servira à calculer successivement Sm+i , 5ni-|.2, ■ .. . 

III. Nous supposons /?„, différent de zéro, de manière que 
l'équation proposée n'a pas de racine nulle. 

Pour // = — 1, — 2, — 3,... la formule (4) donne 

5ni-i + PiS^-i + ... + Pm-iSo + PraS-i =" 0, 
Sm-t + PiSm-9 4- ... + Pm-iS-i 4- PmS-^ ="- 0, 

Ces équations déterminent s-i, s-„... 

On peut obtenir les mêmes quantités 5_„ S-«, ... en cherchant 
les sommmes Si, s., ... relatives à l'équation 

)PmX°^ -I Pra-iX"^-' + ". -\- P^X + \ = 0. 

Autre solution. - 1. Reprenons l'égalité (1) sous la forme 

0£) = _L.,_L_4. .^-_L_. 

F(x) x — a+x — b^ ^ x—l 
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En effectuant la division de 1 par jc - a on trouve 



1 1 , g I fl^ 



X — a X ^ x^ ^ x^ 

le second membre peut être prolongé indéfiniment et le reste de la 
division tend vers zéro à mesure que le nombre des termes du quotient 
croît, pourvu que le module x soit supérieur à celui de a. 

Si l'on remplace a successivement par chacune des autres racines et 
qu'on ajoute ensemble les résultats, on aura 

F{x) m . 5i . 5o 

Effectuons la division de F'(x) par F(x), ces deux polynômes étant 
ordonnés suivant les puissances décroissantes de x ; le quotient aura la 
forme • 

X ^ x« ^ x^ ^ - 

Les coefficients Qi, Q2, ... sont les valeurs cherchées de Si, S2, .. . 

II. Effectuons la division de 1 par a — x ; nous aurons en sérif 
convergente. 






pourvu que le module de x soit inférieur à celui de a. 

En remplaçant a successivement par chacune des autres racines et en 
ajoutant les résultats on obtient 



FW 



= 5-1 4- s_2X + s.^x^ 4- .... 



Si l'on ordonne F'(x) et F(x) suivant les puissances croissantes de x et 
qu'on effectue ensuite la division de F'(x) par F(x), le quotient sera 
de la forme 

d'où l'on déduit s_i = — 9,, 5_o - — q^y .. , 

279. Fonctions symétriques composées. — I. a, b, ..., / étant 
les racines de Téquation F(x) -- 0, cherchons la fonction 
symétrique Ha^b"^, que nous représentons par Sp,q. 

A cet effet, multiplions membre à membre, les identités 

Sp- flP + ô** + ... + /^, 
5,^ = a^ + 6* + ... + /^; 
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les termes du produit des seconds membres seront de deux 
espèces: les uns composent la somme 5p+q, les autres la 
somme 5p,q; donc 

Cependant, si p = 9, les termes de la seconde espèce sont 
égaux deux à deux et la formule cherchée est 

ZSp^p = 5 p 5îip. 

H. Pour calculer la fonction symétrique 2a!^b^(fj que nous 
désignons par 5p,q,r, multiplions, membre à membre, les trois 
identités 

Sp=ûP+6P+... H- /P, 

Sr -- ûr + *' + ... + Z' . 

Le produit des seconds membres renfermera des termes 
de trois espèces suivant que l'on prend la même lettre dans 
les trois polynômes ou deux fois la même lettre et une 
lettre différente ou trois lettres différentes ; ceux de la seconde 
espèce peuvent encore se partager en trois groupes, suivant 
que la même lettre est prise dans le premier et le second 
polynôme, ou dans le second et le troisième, ou dans le 
premier et le troisième. D'après cela, 

^p^q'^r = -^p-l-qH-r "T ^P+q»r "T "^q+r^p + ^p+r.q + 5p,q,r; (1) 

en observant que les fonctions doubles ont pour expressions 
on trouve 

5p,q,r = '^p^q^r -^p^q+r '^q-^p-l-r '^r^p+q \ -^p-hq-j-r. 

Cette formule doit être modifiée lorsque deux des exposants 
/?, 9, r ou tous les trois exposants sont égaux. 

Supposons d'abord p =^ q / r\ les sommes désignées 
par 5p4.r,q et Sq4.r,p deviennent égales et la somme désignée 
tantôt par 5p,q,rse réduit à 2sp,p,r. Donc l'égalité (1) se change en 

SpSr ^= 52p-|-r~T~ '52p,r 4" ^p-l-r,p + ^p,p,r. 

Si ;; =- ^ = r, on a 

•Sp = ^sp + 'J"52p,p + ^'^p,p,P' 

ni. En suivant la même marche, on calculera successive- 
ment les fonctions du 4e ordre, celles du 5e ordre, etc. 
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Toutes ces fonctions s'expriment rationnellement par les 
coefficients de F(x). 

Remarque. — Dans ce qui précède, nous avons ramené 
les fonctions symétriques composées aux fonctions 5i, s,, Sg ... , 
et ces dernières ont été exprimées par les coefficients de F(jc). 

Souvent, il est plus simple de recourir directement aux 
fonctions élémentaires 2a, Sab^ 2abc, .... 

Soit, par exemple, à chercher Sa'^bc, Si l'équation proposée 
est du troisième degré, on a immédiatement 

Za^bc = abc 2a = pap^. 

Dans le cas général, 

Pi/73 =- Habc. Za -— Sa^bc + labcd^ 

d'oii Sa^bc = p,p.^ — p^. 

280. Ordre et poids d'une fonction symétrique entière. — 

Soit Za^b^dY ... une fonction symétrique entière et homo- 
gène des racines a, 6. ... , /de l'équation 

Elle s'exprime par une fonction entière (p(pi, p„ ...) des 
coefficients de ¥{x), dont la partie littérale peut se déduire 
de Vordre et du poids de cette expression. 

On appelle ordre d'un terme de ç^CPi,/?*, ...) le nombre 
de ses facteurs p, et poids la somme de ses indices ; par 
exemple, l'ordre du terme plplpt est ^ t- r f s, et son poids 
est ^ + 2r + 3s. 

Si, dans cpiPuPi, ..), on remplace p, par — Za, p^ par Zab, 
etc., on doit obtenir la fonction proposée Za^b^cY .... On 
en conclut que tous les termes de cpipi^p^. ...) ont le même 
poids a -^ ^ -{- y + — Car si on multiplie les racines 
fl, A, ... , / par un même nombre A, la fonction Za^b^cY .•. est 

multipliée par A a ^/^+}'-- ; les coefficients p„ p„ ... sont 
multipliés respectivement par A, X'\ ... et un terme pîpîpj... 
est multiplié par >lq4-2r4-3sf.... l'identité 

Za^bf^cï ... - ç)(p„ ;?,,...), 

après cette transformation, doit être indépendante de L 

Si la fonction ç{pi,Pip ...) n'est pas homogène, son ordre 
est défini par celui du terme le plus élevé; il est égal au 
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plus élevé des exposants a, /î, y, ... . En effet, si 6, f, ... / sont 
les racines de l'équation 

on a 
Pi = — a-\-qy, Pt=— aq^ -\- q^, p^=— aq, + ^3, ...; 

en portant ces dernières valeurs dans (piPifPi, ...); o" obtient 
une expression qui est, par rapport à a, d'un degré égal à 

l'ordre de 9?(jt7„p2,...). Comme on doit retrouver Za^b^c? ^ . . . , 
cet ordre ne peut être inférieur à a. Il ne peut non plus 
être supérieur à a si a > /? >- y ... , car le coefficient de la 

plus haute puissance de a dans un terme PaPyPg ... est 
= Pu-iPl-\qQ-\ ^t réciproquement ce dernier facteur ne 

peut provenir que de ;7^p^;?^ ... de sorte qu'il ne peut se 
réduire à zéro par l'addition d'autres termes. 

Exemple. — Trouver pour une équation du quatrième 
degré la fonction symétrique V -- ^a^{b + cY. 

L'ordre et le poids de V étant 2 et 4, un terme de 
l'expression de V en fonction de p^, p.^ p-^, p^ ne peut contenir 
plus de deux facteurs p, et la somme de ses indices doit 
être égale à 4. On peut donc poser 

V =Ap, + BpaPi + pi 

Pour déterminer les coefficients A, B, C nous donnons à 
fl, bj Cf d des valeurs particulières. Si nous supposons 
a =^ b -= \j c = d ^ 0^ nous aurons 

Pa =- 0, p.,^ 0, p. = 1, p, - — 2, V = 4 ; 

d'où Ton conclut C = 4. Si a = 6 = r = 1, rf ^ 0, on a 

p, = 0, p^-- — 1, /7o =- 3, pi - — 3, V 18 ; 

d'oii B = — 6. Enfin, l'hypothèse a=b = l,f=rf^ — 1 donne 

p, =^\, Pa - 0, P2 - — 2, Pi - 0, V - 16, 

par conséquent A = 0. Donc 

V = 4/75 - àpsp. (1) 
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Pour vérifier ce résultat, observons que 

2a'' (b + cY = ASà'b^ + 22à'bc, 

p\ ^-- 2'^ab ^ Zarb^ ^ 22a^bc+6abcd, 

PsPi -= SaSabc -= 2a^bc \- Aabcd] 

en portant ces valeurs dans l'égalité (1), on obtient une identité. 

281. Produit des différences des racines d'une équation. — 

Le dernier terme de l'équation aux carrés des différences de 
l'équation f{x) = x" -f- K^^^ i- ... = est 

V- (b-ay (c-af ... (l-aY {c-by ,.. (/-*)-. 

V est le discriminant de la fonction F{x). 

On a (43) 

11111 
a b c ... l 



a 



C 



l' 



QTa—X ^m-l (f^-^ 



/m 



-I 



d'où, en faisant le carré du déterminant (52), 



V = 



So 


Si 


Sî 


• •• 


^m-l 


Si 


s 


S3 


• •• 


Sm 


Si 


s. 


S4 


• •• 


Sm-\-\ 



•m 



^ra-fl 



S2m-2 



Sm-\ ^ 
OÙ Si = a* + Ô* + ... f /^ 

On a aussi 

in(m-l) 

V = (- l)—2—F{a)F{b) ... P(/) 

car F\a) ^ {a - b) (a — c) {a - /), etc. 

Enfin on peut trouver V par la méthode indiquée 
ci-dessus (280, exemple) ; nous allons ainsi procéder pour 
l'équation du 3^ degré. 



282. Discriminant de l'équation cubique. 

x^ -f p.x" + p,x -f p, = 0. 



(1) 
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L'ordre et le poids de la fonction 

V = {b-ay {c-aY {c-bY (2) 

étant respectivement 2 et 4, on peut poser 

V = apî + )8/7;/7Î + y pi + ôp\p^ + ep.p^p^. (3) 

Les coefficients a, )5, ... se déterminent au moyen d'hypo- 
thèses particulières. Ainsi, si p^ = 0, on peut poser 

r = 0. a + b = — pi, ab = Pi, 

et les expressions (2) et (3) de V deviennent respectivement 

a^b^ (b-ay ^- p\ (pî - \p,\ p\ (Pp\ + yp,) ; 

on en conclut /î =- 1, y = — 4. 

Si Ton prend û = 2, 6 = - 1, r = - 1, de sorte que 
V = 0, pi = 0, p, -= - 3, pa = — 2, la formule (3) donne 
= 4a - 27 y, d'où a = — 27. 

L'hypothèse û = 2, A = 2, r=— 1 donne V = 0,/7, = — 3, 
p, = 0, pa = 4 ; on en conclut = 16a + 108 <î, d'où 
(J = — 4. 

Enfin, faisant encore a = 1, A = 1, r= — 1, on trouve 
= a-f )5 — y — 5 + fi; par suite « = 18, et 

V -= - 21p\ 4 pîp* - 4/?; - \p\p, + I8p,p,p,. 

283. Théorème. — (//z^ fonction rationnelle (Tune racine 
unique de V équation F(x) = 0, de degré m, peut toujours 
s^ exprimer par une fonction entière de cette racine dont le 
degré est au plus m — L 

Soient a, b, ... / les racines de F(x), et considérons la 
fraction rationnelle 

^ <Pia) 
En multipliant les deux termes par (p{b)(p{c) ... 9?(/) on a 

y _ f(^^ ^{b)(p(c)..,(p(l) 
^ -^^"^ ^ia)<p{b),..ip{l)' 

Le dénominateur de la dernière fraction est une fonction 

symétrique des racines de F(jc), et le numérateur est une 

F(x) 
fonction symétrique des racines de — ^-^ ; les coefficients du 

Neubero. - Algèbre. 18 
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quotient de F(x) par' a: — a sont des fonctions entières de a. 
Il résulte de là que j; se ramène à une fonction entière yf(a). 
Si xp(a) est d'un degré plus élevé que F (a) ou de même 
degré, divisons ip (a) par F (a) ; nous aurons 

xp{a) = F(a). Q(a) + R(a) = R(fl), 

puisque f(a) - 0. Le degré de R(a) est inférieur à celui de y)(a). 

284. Elimination par les fonctions symétriques. — Pour 
que deux équations 

f(x) = ^ + p.x"^'' + ... + Pn, = 0, 
g{x) = x° + qX'' + ... + ^n = 

aient une racine commune, une certaine fonction R de leurs 
coefficients doit être nulle. R est le résultant ou Véliminant 
de/(x) t{g(x) (173). 

Soient a,, Oj, ..., a^ les racines de la première équation ; Tune 
d'elles doit vérifier la seconde équation. Par suite le produit 

gi^l)g{^2) ...^(«m) (1) 

doit être nul. Ce produit étant une fonction symétrique des 
racines de /(x), on peut l'exprimer par les coefficients p,, Pz, ... 
Pja et l'on a ainsi R. 

Par exemple, l'éliminant des équations 

x' + PiX+p^ = 0, X' -]-q,x^ +q^x-^q^=0 

s'obtient en effectuant le produit 

(a? + q^a] + q^a^ + ^3) (aj + q^al + q^a^ + ^3) 
=aM+^i«î«2(ai + ag) + q.^a,a^(a\-^ aj) + q^{a\ +a?) + q\a\ai 
+ q\a^a^ + q^q^a^a^ (a^ -[ a^) + ^i^gW+^D + q^qAf^i + «2) + ÇX 

et en éliminant a^ et a^ au moyen des égalités 

De même, si )8i, /S.^, . . . /?n sont les racines de g(x\ l'élimi- 
nant R se déduit du produit 

M^)ÂPÙ .../ÎM (2) 

en effectuant la multiplication et en substituant aux fonctions 
symétriques des racines p^^ p.j ... leurs expressions en ^1,^2, ... 
Comme on a 

^x) = (X - A) ix - ^,) ... (X - )8,), 
/(x) = (x — a,) (X — a^) ... (X — aj, 
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les produits (1) et (2) se ramènent respectivement à 

(«l-/îl) («1-/82) ... («l-iSJ {<h-Pl) ...(«m-M (3) 

(A-«l) Oïl -«2)... 0*1 -«m) (/?2-ai) ... (yîn-am), 

expressions qui ne peuvent différer que par le signe. 

Tous les termes dû résultant ont le même poids mn, égal 
au produit des degrés des deux équations. En effet, si dans 
le résultant on remplace p„ p^, ... ^1, q^^ ... par — Sa^ -SaiO^, ..., 

— 2fii, SPifizt '" on doit trouver le JDroduit (3). Or, chacun 
de ces coefficients renferme autant de facteurs a ou p qu'il 
est marqué par son indice ; d'autre part, si Ton effectue le 
produit (3), chaque terme est composé de mn facteurs a ou /5. 
Donc la somme des indices de chaque terme du résultant 
est égale à mn. 

Remarque. — Si l'on écrit 

f{x)=poX^ \ p,x^-' + ..., g(x) =^o^ + 9iX°-* + ..., 

et que Ton considère le résultant sous la forme (1) ou (2) (*), on 
voit qu'il est une fonction homogène, de degré m, des 
coefficients de ^(jc), et une fonction homogène, de degré n, 
des coefficients de /(x). 

285. Théorème de Bezout. (Nemours 1730 - Oatinois 1783). 

— Considérons un système de deux équations générales à 
deux inconnues : 

MJ') = 0, g{x,y) = 0, 

la première de degré /n, la seconde de degré n. Si on les 
ordonne par rapport à x, elle prennent la forme 

f{x,y) = pox^ 4- pix^-' + p2X^-' + ... + Pm = 0, 
g(x, y) = q,x^ -\- qX-' + Ç^^""-" + ... + ^n = 0, 

où le£ coefficients p t\ q représentent des fonctions de y 
dont le degré est égal à l'indice du coefficient 

Soit x= a^ y -== b une solution du système. Si Ton rem- 
place j; par 6, les équations /(x, 3;) -- 0,g{x,y) -- acquièrent 
une solution commune x a ; par suite le résultant doit 
être nul. Si donc on égale à zéro le résultant de f{x, y) et 



(•) On sous entend ici que les a ou fi sont éliminés au moyen des 
valeurs des fonctions symétriques, et que l'on néglige le dénominateur 
amené par ces valeurs. 
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g{x,y) en laissant subsister la lettre y, l'équation ainsi obtenue 
est r équation finale en y. Le poids du résultant écrit avec 
les lettres Po, Pu ••• 9o; Qu •' est mn ; en remplaçant ces lettres 
par des fonctions de y d'un degré égal à l'indice, on obtient 
une fonction entière de y de degré mn. 

On en conclut que deux équations à deux inœnnues 
admettent autant de solutions communes qu^U est marqué 
par le produit de leurs degrés, - 

Cet énoncé suppose deux équations générales, écrites avec 
des coefficients indéterminés. Dans des cas particuliers, le 
nombre des solutions communes peut subir une réduction. 

Remarqne. — Si l'on regarde x t\ y comme des coordon- 
nées cartésiennes, les équations /x, y) = 0, g(x^ y) = ^ 
représenteront deux courbes des degrés m et /t, et leurs 
solutions détermineront les intersections des deux courbes. 
Du théorème de Bezout on conclut que deux courbes géné- 
rales des degrés m et n ont mn points communs. Si le degré 
de l'équation finale en y^ dans un cas particulier, est mn — p, 
les deux courbes ont p points communs à l'infini et mn — p 
points communs à distance finie. 

Exercices et notes. 

^^^P»P»P»Pi ^^ "^P 05p5jp -|- oSp^sp -\- ÔS^j 054p. 

2. Of b, ... f l étant les racines de F(x) = et q){x) désignant une fonc- 
tion entière, trouver la somme 

V== g>(a)-\-<p(b) -{-... -\-<p{l). 

On peut écrire symboliquement V = <p (s), en remplaçant xP par Sp. 
En observant que 

(p{x)F(x) _ (p{x) y(x) , y(y) 

F(x) "x-fl^jc— 6"^ •• "^ x—r 

et en effectuant les divisions indiquées, on peut identifier le reste de la 
première division, divisé par le diviseur F(x), avec la somme des restes 
des autres divisions, divisés par le diviseur correspondant, ce qui donne 

R(^) _ (Pia) , cpib) , , (p(l) 



F(x) x — ax — b *" 'x — / 
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ou R(jif) = 2(p(a)(x — b) ... (x — l). 

Egalons les coefficients des plus hautes puissances dans les deux 
membres ; ce coefficient, dans le second membre, est égal à V, etc. 

3. Sa^b^c --= — PiP3 + 3ptp, — 5/75, 

2a'b'cd - p,p, - 4p^p, + 9p„ 
Sa^b^d* == — 2/;e + 2p^,^ - 2p^^ + pi 
2(a — by = /nSï — si 
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II. ORIGINES DE L'ALGÈBRE. 



L'emploi de lettres arbitraires pour désigner des grandeurs (ou même 
des objets quelconques de la pensée) remonte au moins jusqu'à Aristote, 
dans les écrits duquel on en trouve de nombreux exemples. Mais tout 
produit d'une opération est représenté par une nouvelle lettre arbitraire, 
en sorte que ce symbolisme est privé de presque tous les avantages de 
l'algèbre. 

Le symbolisme opératoire se développa isolément : jusqu'à la fin du 
XYIe siècle, il reste exclusivement limité aux équations numériques à une 
seule inconnue. Nous connaissons bien l'état de ce symbolisme chez les 
Orecs vers le Ille siècle après J.-Ch., par l'ouvrage de Diophante ; il 
était sans doute antérieur à cet auteur et remonte peut-être jusqu'à 
Pythagore. D'autre part, des traces rudimentaires de notations algébriques 
se rencontrent déjà dans le plus ancien document mathématique connu, 
le papyrus égyptien de Rhind (Manuel d'Ahmès, du XIXe siècle 
avant J.-Ch.). 

Diophante désigne l'inconnue et ses différentes puissances jusqu'à la 6^, 
ainsi que leurs inverses, et aussi l'unité, par des abréviations de leurs 
noms grecs. Le symbole de chaque espèce est suivi du coefficient numé- 
rique. Dans chaque polynôme, les termes additifs sont simplement 
juxtaposés dans leur ordre ; les termes négatifs sont de même ordonnés 
et juxtaposés, et suivent les termes additifs, dont les sépare le signe de 

la soustraction ( ^ ou 'T' ). D'autres abréviations remplacent le signe 

d'égalité, celui de la racine, ou désignent transitoirement, jusqu'à la 
formation de l'équation définitive, soit les indéterminées, soit les diverses 
inconnues. 

Les règles de multiplication des polynômes, y compris la règle des 
signes, sont bien connues de Diophante. 

Les Arabes n'ont guère développé le symbolisme opératoire. On leur 
doit cependant la barre horizontale comme symbole de division. 

On sait que les Arabes ont donné son nom à l'Algèbre ; en réalité, ils 
l'appelaient al-djebr ou* al moukabalah, ce qui proprement désignait deux 
opérations prescrites par Diophante pour amener les équations à une 
forme canonique ; la djebr désignait la transposition des termes négatifs ; 
la moukabalah consistait à retrancher de chaque membre le plus petit de 
deux termes semblables (positifs) de part et d'autre. 

Les écrits de Mohamed Al-Khouarizmi (d'où algorithme, primitivement 
désignation des chiffres arabes), le premier auteur, au IXc siècle, d'une 
algèbre, commencèrent à être connus au XII^ siècle dans l'Occident latin 
par des versions latines. Petit à petit, sans connaître encore le système 
d'abréviation des Grecs, on y revint naturellement sous diverses formes 
pour les espèces et les radicaux. La forme actuelle du signe - paraît 
remonter au Xllk siècle ; l'introduction du signe -f serait du XlVe siècle, 
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et se serait d'abord vulgarisée en Allemagne au XVe. Mais les algébristes 
italiens continuèrent longtemps encore à employer les lettres initiales 

/?, m (plus, minus). 

Le signe d'égalité a été proposé par l'Anglais Recorde en 1536, et 
vulgarisé par Wallis et Newton. Viète, Fermât, emploient simplement 
l'abréviation aeq] Descartes, le symbole oo, qui en est une transformation. 
Après lui, en France, on trouve fréquemment pour l'égalité le signe || ; 
le symbole = désigne, au contraire, chez Viète la soustraction, quand le 
sens dans lequel elle doit être opérée pour avoir un résultat positif reste 
incertain ; pour Descartes, le même symbole est l'équivalent de notre ± , 

L'exposant, sous sa forme actuelle, a été introduit par Descartes dans 
sa Gé)métne de 1637. Cependant la conception de l'exposant fractionnaire 
se trouve déjà dans les écrits de Nicole Oresme (XlVe siècle), celle de 
l'exposant négatif dans le Triparty de Nicolas Chaquet (XVe siècle). 
Viète conserva les notations latines dérivées de celles de Diophante ; 
mais l'Ecossais Hume, dans un ouvrage de son école, emploie en 1636 
l'exposant en chiffres romains. 

La notation chiffrée pour les radicaux est postérieure. Descartes écrit 
toujours y pour la racine carrée, j/C pour la racine cubique. La forme 
actuelle ^ apparaît pour la première fois dans le Coss de Christoff 
. Rudolff (1525). 

Les parenthèses ont été longues à s'implanter : dans la première moitié 
du XVIIe siècle domine l'usage du trait horizontal (vinculum) au-dessus 
du polynôme ou celui des accolades portant sur des termes écrits les uns 
au-dessous des autres. 

Les signes x (Oughtred) et : (Leibniz) n'apparaissent qu'après la création 
réelle de l'algèbre moderne. 

L'honneur de cette création appartient sans conteste à François Viète. 
Ce fut lui qui, le premier, eut l'idée générale d'appliquer à des lettres 
représentant des quantités le symbolisme opératoire constitué pour faciliter 
U solution de questions numériques particulières ; il sut d'ailleurs 
développer systématiquement cette idée et en pressentit l'extension 
indéfinie. 

(D'après Paul Tannery, dans les Notions de Mathématiques par Jules 
Tannery). 



III. DÉVELOPPEMENTS SUCCESSIFS 

DE L'ALGÈBRE. 



1. Les anciens se sont occupés de plusieurs problèmes célèbres dont 
la résolution au moyen du cercle et de la droite est aujourd'hui reconnue 
impossible, parce qu'ils conduisent à des équations du 3^ ou du 4« degré. 
Parmi ces problèmes, nous citons la duplication du cube (problème de 
Dell), la trisection de l'angle, le problème d'Archimède de trouver un 
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plan qui divise le volume de la sphère dans un rapport donné. Ces 
questions qui peuvent se résoudre par l'intersection de deux coniques, ont 
provoque l'étude d'autres courbes servant à les résoudre, par exemple le 
cissoïde de Dioclès et la conclioïde de Nicomède (vers 180 avant J. Ch.) 
Dans les écrits d'Apollonius de Ferge (qui a vécu à Alexandrie, à la fin 
du Ilfe siècle avant J. Ch.), on rencontre des questions qui, pour employer 
notre langage, conduisent à des équations du 4e degré ; par exemple, il 
détermine les normales menées d'un point donné à une conique en 
employant une hyperbole équilatère, et il examine le cas où deux des 
quatre normales coïncident. 

2. Nous ne nous arrêtons pas au développement successif de la notion 
d'équation algébrique; mentionnqns cependant la découverte, au XVfe 
siècle, de la résolution des équations du 3« degré (par Scipion del Ferro, 
professeur à Bologne de 1496-1526) et du 4e degré (par Louis Ferrari, 
1422-1465). La formule de résolution de l'équation cubique a été publiée 
pour la première fois en 1545 par Cardan, qui la tenait de Tartaglia. 

Comme précurseur de l'Algèbre moderne nous devons nommer 
François Viète (1540-1603). Il a été le premier à énoncer que toute 
question conduisant à une équation cubique se résoud soit par l'insertion 
de deux moyennes proportionnelles (problème auquel se ramène la 
duplication du cube), soit par la trisection d'un angle. Ces deux cas se 
rapportent respectivement aux équations cubiques à une seule racine 
réelle et à celles dont les trois racines sont réelles (cas irréductible). Viète 
a ainsi expliqué comment la somme des racines cubiques de deux 
imaginaires conjuguées est un nombre réel. 

3. Dans les développements ultérieurs de la théorie des équations, on 
peut distinguer deux directions, lo Le calcul approché des racines d'une 
équation numérique; 2o la résolution algébrique des équations avec des 
coefficients littéraux. 

La première question trouve sa solution dans l'application du principe 
de substitution ; mais pour éviter les longueurs de calculs, on cherche 
une limite supérieure et une limite inférieure des racines, le nombre des 
racines appartenant à un intervalle donné, une limite inférieure de la 
différence de deux racines (Règle des signes de Descartes, règle de 
Newton, théorème de Budan, théorème de Rolle, etc.) 

Une solution entièrement satisfaisante du problème de la séparation 
des racines est due à Sturm (1829). 

Après la résolution générale des équations du 3e et du 4e degré, les 
efforts des géomètres se sont surtout portés sur l'équation du 5e degré, 
qu'ils ont cherché à résoudre au moyen de radicaux. Leibniz s'est occupé 
de cette question, et il est probable qu'il a provoqué les recherches de 
Tchirnhausen (1651-1708) dont les travaux ont acquis de nos jours une 
grande importance parce qu'ils fournissent le moyen de ramener les 
équations à certaines formes canoniques, par exemple l'équation du 5e 
degré à la forme x'' -f x -f a = 0, due à Bring et à Jerrard. Tchirn- 
hausen s'était proposé de trouver, pour une équation de ne degré, une 
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nouvelle inconnue y = ç?(x) qui dépende d'une équation binôme y^ = a, 
q){x) étant une fonction entière de degré /i — 1. 

5. Dans un mémoire important, intitulé Réflexions sur la résolution 
algébrique des équations (1770-71), Lagrange compare les différentes 
méthodes proposées pour résoudre les équations du 3e et du 4e degré ; 
il explique nettement pourquoi ces méthodes réussissent et pourquoi leur 
extension aux équations d'un degré supérieur ne donne pas de résultat. 
Il établit la notion de résolvante d'une équation donnée. 

Ce travail de Lagrange est un précurseur de l'Algèbre moderne qui 
s'appuie sur les théories des groupes et des fonctions symétriques. 

6. Dans sa dissertation doctorale de 1799, qui contient la première 
démonstration du théorème que toute équation algébrique a au moins 
une racine, Qauss fait remarquer que les essais tentés pour résoudre 
l'équation du 5e degré reviennent à la faire dépendre d'équations binômes, 
mais que rien n'autorise à croire que cela serait en général possible. 

En 1801, dans ses Disquisitions arithmet/cae, il traite la question de 
l'inscription des polygones réguliers, dont la résolution revient à établir 
successivement des équations d'un degré inférieur. Ces recherches 
marquent un progrès considérable dans l'étude des équations algébriques; 
elles ont ouvert la voie à d'autres investigations d'un caractère profond. 
Qauss lui-même affirme avoir obtenu des résultats analogues dans d'autres 
domaines, faisant sans doute allusion à la division des fonctions elliptiques. 

7. Vers la même époque (1799) paraît un essai remarquable pour 
démontrer que la résolution algébrique des équations est en général 
impossible au-delà du 4e degré. Il est dû à Paolo Ruffini qui l'a publié 
dans son ouvrage intitulé Teoria générale délie Equazioni, in eut si 
dimostra impossibile la resoluzione algebraica délie equazioni generali di 
grado superiore al quarto^ et dans cinq autres mémoires subséquents. 

Ruffini suit en général la bonne voie en partant du nombre des valeurs 
que prend une fonction des racines d'une équation quand on permute 
les racines ; il peut donc être considéré comme le fondateur de la théorie 
des groupes. Mais ses démonstrations, en général difficiles à suivre, 
soulèvent les objections, à tel point que Malfatti les mit en doute. Ces 
recherches de Ruffini ont été peu connues et peu appréciées en dehors 
de l'Italie. 

Ce n'est qu'en 1815 que la notion de groupe que l'on rencontre 
implicitement chez Ruffini, fut développée par Cauchy (1789-1857) dans 
!e Mémoire Sur le nombre des valeurs qu^une fonction peut acquérir, 
lorsqu'on y permute de toutes les manières possibles les quantités qu'elle 
renferme; Cauchy y revint en 1844 dans un second mémoire plus 
détaillé. 

8. Un nouveau progrès important de l'algèbre est dû à Abel (1802-1829) 
dont les premières recherches scientifiques se rapportent à l'équation du 
5e degré. Le jeune géomètre norwégien crut d'abord en avoir trouvé la 
résolution ; mais ne tardant pas à reconnaître son erreur, et sans avoir 
connaissance des travaux de Ruffini, il donna la première démonstration 
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rigoureuse de l'impossibilité de cette résolution (1824-1826). De plus, 
il chercha la nature des équations spéciales d'ordre supérieur qui étaient 
susceptibles d'une résolution algébrique ; c'est ainsi qu'il fit connaître 
une grande classe d'équations résolubles et possédant des propriétés très 
remarquables, on les appelle aujourd'hui équations abéliennes. Il est vrai 
que Qauss avait donné un premier exemple de telles équations dans la 
théorie de l'inscription des polygones réguliers, et qu'il en avait entrevu 
d'autres dans les domaines supérieurs (division des fonctions elliptiques, 
multiplication complexe de ces fonctions). 

Dans les écrits posthumes d'Abel, on trouve un travail inachevé sur ce 
problème plus général : Trouver toutes les équations d'un degré donné 
qui sont résolubles algébriquement ; reconnaître si une équation donnée 
admet une résolution algébrique et déterminer la forme de l'expression 
algébrique qui peut vérifier une équation. Ce travail contient quelques 
propositions fondamentales qui ont été le point de départ de recherches 
intéressantes dues à Kronecker. 

9. Evariste Galois, né en 1811, tué en duel en 1832, a composé dès 
l'âge de 16 ans plusieurs mémoires d'une grande valeur sur l'algèbre 
supérieure ; les résultats les plus importants de ses recherches sont 
résumés dans une lettre écrite à un ami la veille de sa mort. Les œuvres 
mathématiques de ce génie prodigieux ont été plubliées, en 1897, en 
volume sous les auspices de la Société mathématique de France. 

La théorie des équations devait à Lagrange, Gauss et Abel des progrès 
considérables, mais aucun d'eux n'était arrivé à mettre en évidence 
l'élément fondamental dont dépendent toutes les propriétés de l'équation. 
Cette gloire était réservée à Galois, qui montra qu'à chaque équation 
algébrique correspond un groupe de substitution (appelé aujourd'hui 
groupe de Galois) dans lequel se reflètent les carractères essentiels de 
l'équation, et qui fit ressortir l'importance de la notion de sous-groupe 
invariant d'un groupe donné. Il détermine de la manière la plus simple 
la condition nécessaire pour qu'une équation de degré premier soit 
résoluble algébriquement, à savoir que toutes les racines de l'équation 
soient des fonctions rationnelles de deux quelconques d'entre elles; il a 
de même énoncé les conditions pour qu'une équation puisse se ramener 
à une équation de degré inférieur. 

10. Pour terminer cet aperçu, signalons les travaux importants qui se 
rapportent aux propriétés des différentes espèces de nombres algébriques^ 
c'est-à-dire des racines d'une équation algébrique dont les coefficients 
sont entiers ou plus généralement appartiennent à un domaine défini 
quelconque. 

Nous devons citer ici, à des points de vue différents, Gauss, Lejeune- 
Dirichlet, Kummer et Dedekind ; Abel, Galois et Jordan ; Puiseux, 
Riemann et Weierstrass ; Cayley, Clebsch, Gordan et Noether ; Kronecker, 
Hilbert et Hensel. 

(En grande partie d'après H. Weber, Encyclopâdie der elementaren 
Algebra und Analysis, 2«« Auflage, pp. 383-392). 
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IV. SUR LA NOTION DE FONCTION. 



Considérons un ensemble (E) de nombres tous distincts et regardons 
ces nombres comme des valeurs attribuées à une variable x ; si à chacun 
de ces nombres x on fait correspondre un nombre y, on dira que y est 
une fonction définie de x pour chacun des nombres appartenant à 
l'ensemble (E). Par exemple, a étant un nombre positif donné, l'expression 
a'* , oii X est un nombre entier positif, représente le produit de x facteurs 
égaux à a ; a^ est en ce sens une fonction définie pour les valeurs 
entières et positives attribuées à x. Si Ton adopte les conventions 
qu'expriment les formules 

p. q _ p. ^ 

aq = Ya^ ^ fl q = 1 : yâ^ , a^ = l, 

on peut dire que a^ est une fonction de x, dont la valeur est toujours 
positive, et qui est définie pour l'ensemble des valeurs rationnelles de x. 

Une fonction y dt x est définie dans l'intervalle (a, b) si k chaque 
valeur de x appartenant à cet intervalle correspond une valeur déter- 
minée de y. 

La notion de fonction, ainsi entendue, est extrêmement générale; elle 
paraîtrait autoriser l'introduction de fonctions à définition tout-à-fait 
arbitraire ; ainsi, ce serait définir une fonction dans l'intervalle (2, 3) que 
de convenir qu'on prendra y = x pour toutes les valeurs rationnelles 

de X qui appartiennent à cet intervalle ti y = -^ pour toutes les valeurs 

irrationnelles. 

En procédant ainsi, on risquerait singulièrement d'introduire des 
fonctions qui n'offriraient aucun intérêt aux géomètres ; les fonctions dont 
l'étude s'est trouvée féconde n'ont pas été construites arbitrairement ; 
dans le développement de la science, elles se sont présentées d'une façon 
nécessaire. 

(J. Tannery, Théorie des fonctions d'une variable, chap. III). 



On dit que y est une fonction uniforme de x, lorsqu'à chaque valeur 
de X appartenant à un domaine donné il correspond, d'après une certaine 
loi, une valeur déterminée de y et une seule. Si à une valeur de x, il 
correspond deux, trois ... valeurs de y, y est une fonction biforme, 
informe^ ... Par exemple, si l'on donne j^ = (x - 1)2, j; est une fonction 
uniforme de x, tandis que x est une fonction biforme 1 i ^ y dt. y\ 
pour plus de clarté, on considère souvent \ -{-i y ti \ — j/jT comme 
deux fonctions distinctes, tandis que dans d'autres cas, il peut être utile 
de regarder les deux expressions comme formant une seule fonction. 



N 
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Toute division suppose essentiellement que le diviseur soit différent 

A 
de zéro ; par suite, les symboles rr-' ^ n'ont par eux-mêmes aucun sens. 

Il en résulte qu'un quotient J[x) : xp{x) cesse d'être défini entièrement 
dans un intervalle qui comprend une racine a de l'équation y}(x) = ; 
on verra comment par un passage aux limites on parvient à attribuer 
au quotient une valeur pour x = a. 



On écrit y = Y(x) pour indiquer qu'il exisle une dépendance entre 
les deux variables x et y, même sans connaître l'ensemble des opérations 
qu'il faudrait effectuer sur une valeur donnée de x pour obtenir la valeur 
correspondante de y ; il pourrait même se faire que de telles opérations 
fussent impossibles. La fonction la plus importante d'une variable indé- 
pendante, dit Thomson, est peut-être à Liverpool le prix du coton ; 
cependant on ne réussirait pas à établir une relation analytique entre ce 
prix et le temps compté à partir d'un certain moment. 

On rencontre en arithmétique supérieure des fonctions dont le caractère 
diffère complètement de celui des fonctions ordinaires de l'analyse. Telle 
est, par exemple, la fonction sgn x (à lire signum x) introduite par 
Kronecker et qui a pour valeur 1, - 1 ou suivant que x est positif, 
négatif ou nul. 



La notion de grandeurs variables et de fonctions d'une ou de plusieurs 
variables doit son origine et ses développements à la géométrie analytique, 
l'ordonnée d'un point d'une courbe étant considérée comme une fonction 
de son abcisse Leibniz a été le premier (1692) à se servir du moi fonction 
pour désigner des longueurs (abcisse, ordonnée, tangente, rayon de 
courbure, etc.) qui dépendent d'une manière déterminée d'un point mobile 
sur une courbe. Plus tard (1718) Jean Bernouilli appelle fonction toute 
grandeur qui est composée d'une variable et de constantes quelconques. 
Euler nomme fonction toute expression analytique formée de variables 
et de constantes, introduit la notation f{x) et établit la distinction entre 
fonction explicite ou implicite, fonction uuifonne ou multiforme, fonction 
algébrique ou transcendante. Quant à la dernière distinction, remarquons 
qu'une expression analytique donnée peut être algébrique dans un 
intervalle et transcendante dans un autre ; qu'une expression indiquant 

un nombre illimité d'opérations élémentaires peut être algébrique (par 

1 1 1.3 ^ 

exemple, l'expression 1 4- "ô ■^'' ~ Yi^ ~^ 2ÂZ ^^ '" ^^P^^"*^ M + x* , 

si |x| ^ 1). 

Pour de nouvelles extensions de la notion de fonction, nous ren- 
voyons à l'article de M. Pringsheim, intitulé Grundlagen der aUgemeinen 
Funktionenlehre, qui. a paru dans l'Encyclopâdie der Mathematischen 
Wissenschaften et aussi en brochure séparée. Nous avons emprunté à cet 
auteur la notice historique ci-dessus. 
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V. SUR LES NOMBRES COMPLEXES. 



La théorie des expressions de la forme a -f bi forme aujourd'hui la 
base de plusieurs branches importantes de l'analyse, notamment de 
l'algèbre et de la théorie générale des fonctions. 



La notion primitive de nombre est celle du nombre entier positif, 
symbole d'une collection d'objets semblables. Les opérations directes 
(addition, multiplication, formation de puissances), effectuées sur des 
nombres entiers positifs, donnent des résultats de la même forme. Mais 
les opérations inverses ne peuvent pas toujours s'effectuer dans le domaine 
des nombres entiers positifs (nombres naturels) ; pour les rendre possibles, 
on a élargi le domaine des nombres en introduisant de nouveaux symboles 
que l'on appelle encore nombres. C'est ainsi que la division amène les 
nombres fractionnaires, la soustraction les nombres négatifs, l'extraction 
des racines les nombres irrationnels Les opérations (addition, soustrac- 
tion, . . .) ont été étendues à ces nouveaux nombres. Pour pouvoir 
résoudre toutes les équations du second degré, il aurait fallu extraire la 
racine carrée d'un nombre négatif ou même simplement celle de - 1 ; 
cette racine a été considérée comme une chose inexistante, comme une 
chose créée .uniquement par l'imagination. 

S'habituant peu à peu à ce symbole, on le maniait avec plus 
d'assurance, comme s'il s'agissait de nombres réels. Il en résulta un 
double avantage: !<> Les équations du 3e et du 4e degré reçurent égale- 
ment une solution dans tous les cas ; 2o On parvint à établir, au moyen 

du signe V- 1, des relations entre plusieurs fonctions importantes de 
l'analyse (formules d'Euler qui mettent en rapport les fonctions circulaires 
avec les fonctions exponentielles». 

L'introduction des imaginaires a soulevé au commencement beaucoup 
d'objections. Les applications que Gauss en fit à l'algèbre et à la théorie 
des nombres, et les travaux d'Abel et de Jacobi sur les fonctions 
elliptiques ont fini par dissiper tous les doutes sur leur emploi légitime. 



Différentes méthodes ont cours dans l'exposé de la théorie des quantités 
a -}- bL 

I. On soumet ces expressions aux règles ordinaires du calcul des 
quantités algébriques comme si / désignait un facteur réel, miais en ayant 
égard à la relation /:^^ - l. Les résultats vérifient alors les lois qui 
régissent les nombres réels, à savoir : 

la loi commutative, exprimée par les égalités a-\- b =b -\- a, ab= ba; 

la loi associative, d'après laquelle a-j-b ^ c= a + {b'\- r), abc — a (bc) ; 

la loi distributive, d'après laquelle (a + b)c = ac -^ bc. 
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Cette manière de procéder est conforme au principe de permanence 
qui a été énoncé pour la première fois sous une forme tout-à-fait générale 
par H. Hankel dans sa Théorie der komplexen Zahlsysteme, 1867. Ce 
principe peut être formulé ainsi : 

1« Si une expression analytique ne représente pas un nombre défini 
jusque là, on lui attribue un sens tel qu'on puisse la traiter d après les 
mêmes règles que les nombres déjà admis. 

2o On considère une telle expression comme un nombre d'une 
nouvelle espèce. 

30 On démontre que ces nouveaux nombres sont soumis aux mêmes 
lois que les nombres des domaines déjà admis. 

40 On définit, dans le nouveau domaine, le sens des relations a = b, 
a > b, a < b. 

II. Cauchy a proposé de traiter les égalités entre des imaginaires 
comme des congruences de module (/** + 1). 

Pour exprimer que deux quantités a et b, divisées par p, donnent le 
même reste ou que la différence « - ^ est divisible par p, on écrit 

a = ^, mod. p ; 

une telle relation est appelée congruence. 

Cela posé, Cauchy effectue les opérations sur les quantités de la forme 
a 4- bi comme si / représentait une variable et retranche du résultat des 
multiples de /* + 1. Or, si Ton réunit d'une part les termes du résultat 
qui renferment des puissances de / de degré pair, d'autre part les termes 

restants, le résultat prend la forme /(/'*) -f- /F (/*) et le reste de la 
division par /* -^- 1 de/(/«) et F (/*) est/(- 1) et F{- 1) ; donc 

fin + îFin =/(-!) + /F (- 1), mod. (/^ + 1). 

III. La méthode suivante est due à Hamilton, l'inventeur du calcul 
des quaternions. 

Soient a tt b deux nombres réels quelconques ; nous considérons le 
couple (a, b) comme définissant un nouveau nombre dit complexe et 
nous assujettissons ce nouveau symbole aux conventions suivantes : 

1. Deux nombres complexes (a, b), (a\ b') ne sont égaux que si 
a = a\ b = b\ 

2. (j, 0) - a, (0, 0) - 0, {am, bm) = m (a, b). 

3. L'addition et la soustraction sont définies par l'égalité 

{a, b) ± (a' b') = {a i a\ b ± b'). 

On voit que la soustraction est l'inverse de l'addition, que l'addition 
satisfait aux lois commutative et associative, et que pour ^ == 0, b' = 0, 
on retrouve les mêmes opérations relatives aux nombres réels. 

4. La multiplication est définie par 

(fl, b) {a\ b') = iaa' — bb\ ab' + a!b). 
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5. La division est considérée comme l'inverse de la multiplication. 

Diviser (a, b) par (a\ b% c'est chercher des nombres x ti y tels, que 
l'on ait 

(a, b) = (a', b')(x, y) = {a'x- b'y, tfy + b'x); 

on pose donc (f x — b* y =^ fl, a* y -\- b* x = b^ d'où des valeurs 
admissibles de x eiy. 

Cela admis, d'après les conventions précédentes, on a 

(fl, b) = ifl, 0) + (0, 6) = «7 + * (0. 1); 

tous les nombres complexes peuvent donc s'exprimer au moyen du seul 
nombre complexe (0, 1), que l'on désigne par / et que l'on appelle unité 
imaginaire, de sorte que 

(û, b) = a -\- bL 

D'après la règle de multiplication, on a 

/* = (0, 1){0, 1) = -1. 

IV. Quelques auteurs partent des opérations effectuées sur des vecteurs 
coplanaires pour en déduire la théorie des quantités a + bi. 



La représentation géométrique de l'imaginaire x + yi par un point du 
plan Jt.v a été longtemps attribuée à Gauss et à Argand. Mais elle avait 
déjà été donnée par Caspar Wessel dans un mémoire présenté à l'Académie 
de Copenhague en 1797, publié en 1799 et resté dans l'oubli jusqu'à sa 
réimpression en 1897, sous le titre Essai sur la représentation de la direction. 

Déjà dans sa dissertation U799) Gauss utilise la représentation géomé- 
trique des imaginaires pour y rattacher certaines considérations qui 
appartiennent à l'Analysis situs. Il en parle également dans une lettre 
adressée à Bessel en 1811 et publiée seulement en 1880; mais ce n est 
qu'en 1825 qu'il la fait connaître au public dans l'article sur les projections 
de cartes. Cette interprétation a provoqué les plus grands progrès du 
calcul intégral depuis que Cauchy s'en servit (1822) pour l'intégration 
entre des limites imaginaires. 

L'interprétation géométrique des opérations sur les imaginaires a été 
développée en 1806 par Argand dans une brochure intitulée Essai sur 
une manière de représenter les quantités imaginaires dans les constructions 
géométriques. Elle se retrouve dans la méthode des équipoUences, créée 
par Bellavitis; pour cette méthode, le lecteur peut consulter l'ouvrage: 
Théorie et applications des équipolUnces, par Laisant ; Paris, 1887. 

Les quantités imaginaires a + bi sont susceptibles d'une grande 
généralisation. 

En effet, soient û, û^, ûo» — ^n ^^^ nombres appartenant à im 
domaine bien défini D, comprenant par exemple tous les nombres positifs 
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ou négatifs, entiers ou fractionnaires, rationnels ou irrationnels, réels ou 
de la forme a + bi ; Posons 

A = fli C, + Jg «2 -|- Û3 €3 + .... + fln €n, 

OÙ les symboles £1, Cg, .. «n, appelés unités principales, doivent être 
choisis de manière à satisfaire aux conditions suivantes : 

Si l'on multiplie d'après les règles ordinaires deux expressions 

comme si les e représentaient des nombres appartenant au domaine D, 
le résultat doit être de la même forme, de sorte que 

OÙ c^,c,^, ... c^ sont des nombres du domaine D. 

2. La multiplication doit satisfaire à la loi distributive et à la loi 
associative; autrement dit, on doit avoir 

a(b + c) = ab -f ac^ {b + c)à -- ba + ca, (ab)c = a(bc). 

Mais en général on n'exige pas que la loi commutative soit observée. 

3. L'opération inverse de la multiplication doit en général être 
possible ; en d'autres termes, si l'on considère l'équation ab = c, on doit 
pouvoir déduire a de ^ et r, ^ de a et c. 

Pour satisfaire aux conditions 1 et 2, il suffit que les produits e^ e^ 
soient de la forme a^e^ -\- a^e^ + ... + «n^n; ^^ ^"^ ^'^n ait 

Le lecteur peut consulter sur cette question la monographie suivante : 
Théorie des quantités complexes à n unités principales, par B. Berloty 
(Thèse. Paris 1886). 

(En grande partie d'après l'article Gemeine complexe Grôssen, par 
E. Study, dans l'Encyklopaedie der Mathcmatichen Wissenschaften. 



VL SUR LES DÉTERMINANTS. 



La plupart des traités d'algèbre renferment une théorie des déterminants. 
Parmi les monographies, nous indiquons les suivantes : 

Brioschi, La Teorica dei determinanti, Pavia, 1854. Traduction française 
par Combescure. Paris, 1856. 

Spottiswoode, Elementary Theorems relating to Déterminants. Londres, 1851 
et dans le Journal de Crelle, 1856. 

Baitzer, Théorie und Anwendung der Determinanten, 5c éd. Leipzig, 1881. 
Traduction française par Houël. 

Salmon, Lessons introductory to the modem higher algebra. Traduction 
française, 4e éd., par O. Chemin. Paris, 1890. 

NEUBERO. - Algèbre. 19 
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0. Hesse, Die Determinanten elementar behandelt. Leipzig, 1872. 

Ofinther, Lehrbuch der Determinantentheorie, 2c édit. Erlangen, 1877. 

Scott, A treatise on the theory of déterminants. Cambridge, 1880. 

P. Mansion, Eléments de la théorie des déterminants, 6c éd. Paris, 1900. 
Traduction allemande. 

Sickenberger, Die Determinanten in genetischer Behandlung. Munich, 1885. 

Oordan, Vorlesungen ûber Invariantentheorie. I. Determinanten. Leipsig, 
1883. 

Pascal, I determinanti. Milan, 1897. 

Dostor, Eléments de la théorie des déterminants, avec application etc 
2e éd. (nouveau tirage). Paris, 1905. 

Muîr, The Theory of déterminants, 2 vol. 



La première idée des déterminants est due à Leibniz ; dans sa lettre à 
l'Hôpital (1693) on trouve le premier exemple de la formation de ces 
fonctions, et la notation des doubles indices. Mais la méthode fut perdue 
jusqu'à ce que Cramer la découvrît à nouveau en 1750. Dans son Introduc- 
tion à P analyse des lignes courbes, Cramer a donné les déterminants qui 
proviennent d'équations linéaires à 2 ou à 3 inconnues et a indiqué la 
loi de formation pour plus de 3 inconnues. Il a aussi donné la règle 
des signes par la méthode des transpositions; Bezout et Laplace ont 
démontré ultérieurement l'équivalence de l'autre méthode par la permuta- 
tion des indices. 

L'Histoire de P Académie royale des Sciences renferme un Mémoire 
de Bezout (année 1764) sur le degré de l'équation résultant de l'élimina- 
tion de quantités inconnues entre un système donné d'équations, ainsi 
que les Mémoires de Laplace et Vandermonde (année 1772) relatifs à des 
déterminants d'ordre quelconque. 

Dans son Mémoire sur les Pyramides (Mém, de PAc. de Berlin, 1773), 
Lagrange fait un grand usage des déterminants du 3c ordre et met le 
carré d'un tel déterminant sous forme de déterminant. En 1801, Qauss 
(Disquisitiones arithmeticae) montre que le produit de deux déterminants 
du 2e ou du 3c ordre est un déterminant du même ordre et discute 
complètement les déterminants f^ - ac provenant des formes quadra- 
tiques. En 1812, Binet établit les théorèmes principaux pour les détermi- 
nants des 2c, 3c et 4c ordre, et en fait l'application à des problèmes de 
géométçie. A la même époque, Cauchy étudie les fonctions alternées (qui 
changent seulement de signe par l'échange de deux variables) et énonce 
un grand nombre de théorèmes généraux sur les déterminants de deux 
systèmes rectangulaires C'est à ces deux géomètres que l'on doit attribuer la 
règle générale de multiplication. En 1826, Jacobi s'empare du nouveau 
calcul, et les volumes du Journal de Crelle renferment des preuves 
éclatantes du pouvoir de cet instrument dans les mains d'un pareil 
maître. Ses mémoires de 1841, De formatione et proprietatibus determi- 
nantium et De determinantibus functionalibus rendent pour la première 
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fois ce sujet accessible à tous les mathématiciens. Parmi les écrits plus 
récents, les Mémoires de Cayley sur les déterminants gauches (Crelle, 
XXXII et XXXVIIl) sont peut-être les plus importants. 

Les applications des déterminants à l'algèbre et à la géométrie sont 
très nombreuses. Nous ne faisons que citer ici quelques noms : Sylvester, 
Cayley, Kronecker, Piquet, Frobenius, Netto, Hesse, Qundelfinger, 
Clebsch, Qordan, Muir, de Gasparis, Zehfuss, Poincaré, etc. 

(D'après Baltzer et E. Netto). 



VII. SUR LES NOMBRES IRRATIONNELS 

Les nombres irrationnels se sont d'abord présentés en géométrie à 
l'occasion du rapport de deux longueurs qui n'ont pas de commune 
mesure. Cependant, chez les Anciens, chez les mathématiciens du moyen- 
âge et de la renaissance, ce rapport ne définissait pas un nombre bien 
déterminé] il était considéré comme un nombre impropre on fictif qu'il 
fallait tolérer comme un mal nécessaire. 

Une idée plus juste du rôle des nombres irrationnels fut énoncée pour 
la première fois par Michael Stifel ; dans son Arithmetica intégra, il dit 
que dans la série ordonnée des nombres, tout nombre irrationnel occupe 
une place bien déterminée, aussi bien que tout nombre rationnel, mais 
il n'avait en vue que les racines des nombres. 

Le développement de la méthode algébrico-géométrique surtout depuis 
la publication de la Géométrie de Descartes (1637), et l'invention du 
calcul infinitésimal par Leibniz et Newton (1684, 1687) firent sentir le 
besoin d'établir une équivalence complète entre les longueurs et les 
symboles qui les remplacent dans les calculs, et par suite le besoin de 
compléter la notion d'irrationnalité. 

Newton, tout au début de son Arithmetica universaiis (1707) dit qu'à 
tout rapport de deux quantités correspond un nombre; cet énoncé est 
plutôt une définition. Ch. Wolf, dont les ouvrages jouissaient d'une 
grande vofeue pendant la première moitié du 17e siècle, appelle nombre 
ce qui est à l'unité comme une ligne droite est à une certaine autre 
ligne droite. Cela revient à considérer le nombre comme le résultat de 
la mesure d'une longueur au moyen de l'unité ou à dire qu'à tout point 
de Paxe des nombres correspond un nombre déterminé (rationnel ou 
irrationnel) et réciproquement. Ce nombre peut être exprimé, suivant les 
cas, par une fraction continue limitée ou illimitée; il suffit, pour cela» 
d'appliquer à la longueur considérée et à l'unité le procédé de la recherche 
de la commune mesure. On peut aussi obtenir la mesure d'une 
longueur sous forme de fraction décimale soit limitée, soit périodique, 
soit illimitée et non périodique. 

Q. Cantor a été le premier (en 1872) à faire remarquer que cette manière 
de procéder implique essentiellement un axiome de nature géométrique, 
mais indémontrable, à savoir : à tout procédé arithmétique analogue à 
ceux qui sont employés ci-dessus pour définir les nombres irrationnels il 
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correspond sur Paxe des nombres au point bien déterminé (Math. Ann., 
V, p. 128). Vers la même époque, R. Dedekind formule l'axiome équivalent 
suivant : Si ïon sépare les points d^une droite en deu x classes telles, que 
tout point de la première classe est à gauche de tout point de la 2^ classe 
il existe un point et un seul qui produise cette s^aration ; c'est cet axiome, 
dit-il, qui explique et précise la notion de la continuité de la ligne droite, 
notion admise jusqu'ici sans définition suffisante. Pour affranchir l'Arith- 
métique universelle de tout axiome géométrique, Cantor et Dedekind ont 
développé chacun une théorie purement arithmétique des nombres 
irrationnels. Celle de Cantor (loc. cit.) a été reprise avec plus de détails 
par E. Heine (Crelle LXXIV). On la retrouve aussi dans le Nouveau 
Précis d* Analyse in/init^imale (\S72) àe Ch. Meray, qui y était arrivé 
indépendamment de Cantor. Weierstrass, dans ses leçons sur les fonctions 
analytiques, s'appuyait sur une autre théorie purement arithmétique des 
nombres irrationnels : cette théorie a été publiée par H. Kossak dans le 
programme du gymnase Werder, 1872 et par O. Biermann, dans sa 
Théorie der analytischen Functionen, 1887. 

Voici un résumé de la théorie des nombres irrationnels, d'après 
R. Dedekind (•) : 

Si, par un procédé quelconque, on parvient à séparer les nombres 
rationnels en deux classes (A) et (B), de façon que tout nombre de la 
première classe soit plus petit qu'un nombre quelconque de la seconde 
classe, on dit qu'on a opéré une coupure. Alors, si la classe (A) comprend 
un nombre a supérieur à tous les autres nombres de cette classe, la 
coupure est produite par ce nombre a ; de même si la classe (B) comprenait 
un nombre b inférieur à tous les autres nombres de (B), ce serait b qui 
produirait la coupure. Mais il peut arriver qu'aucune de ces deux 
circonstances ne se produise ; dans ce cas, on dit que la coupure est 
produite par un nombre irrationnel; celui ci' n'appartient à aucune des 
deux classes (A) et (B), et est considéré comme plus grand que tout nombre 
de la classe (A) et plus petit que tout nombre de la classe (B). 



(*) Pour plus de détails sur les irrationnels, voir : 

Dedekind, Stetigkeit und irrntionale Zahlen. 2e éd. Brunswick, 1892. 

Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? 2e éd., 1893. 

J. Tannery, Introduction à la théorie des fonctions d*une variable. Paris, 1886. 

J. Tannery, Leçons d'alg^èbre et d'analyse. 

P. Mansion, Mathesis, t. V. 

Pasch, Einleitung In die Differential-nnd Integralrechnung. Leipsig, 1882. 

Baire, Théorie des nombres irrationnels, des limites et de la continuité. Paris, 1905. 
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VIII. SUR LA NOTION DE LIMITE. 



Les questions de géométrie que l'on résout aujourd'hui par la méthode 
des limites, ont été traitées autrefois par des méthodes plus pénibles ou 
moins rigoureuses. 

Euclide et Archimède employaient le principe (Texhaustion, Par 
exemple, pour prouver que les surfaces de deux cercles sont entre elles 
comme les carrés des rayons, Euclide montre d'abord que l'excès d'un 
cercle sur un polygone régulier inscrit peut devenir aussi petit qu'on le 
veut, quand on double indéfiniment le nombre des côtés; car d'un 
polygone au suivant cet excès diminue plus que de moitié. On épuise 
donc en quelque sorte la différence entre les deux figures, d'où le nom 
de méthode d'exhaustion. Comme les surfaces des polygones réguliers 
semblables inscrits dans deux cercles restent proportionnelles aux carrés 
des rayons, tandis que l'on épuise les excès des deux cercles sur les 
polygones correspondants, on voit que la même propriété existe pour les 
cercles. Mais pour que cette proposition soit démontrée en toute rigueur, 
Euclide montre encore que toute hypothèse contraire à l'existence de 
cette propriété conduit à une conséquence absurde. 

On ne rencontre guère avant le 16e siècle l'idée de regarder une aire 
plane qui est limitée par une courbe fermée, comme un polygone formé 
d'un nombre infini de côtés infiniment petits (plus correctement comme 
la limite d'un polygone inscrit dont le nombre de côtés croit indéfiniment 
tandis que ces côtés décroissent indéfiniment). C'est par des considérations 
de cette espèce que Kepler a trouvé les formules de cubature de quelques 
solides de révolution. 

Quelque temps après, Cavalieri (1598-1647) publia sa Géométrie des 
indivisibles. Ce mathématicien considérait une ligne comme composée 
d'une infinité de points, une surface comme une somme de lignes, un 
volume comme une somme de surfaces. Par exemple, deux pyramides 
de bases équivalentes et de même hauteur étant placées sur un même 
plan, un plan parallèle à celui des bases coupe les deux solides suivant 
deux polygones équivalents ; en déplaçant ce plan depuis le plan des 
deux bases jusqu'à ce qu'il passe par les deux sommets, on voit que les 
volumes des deux corps sont les sommes d'éléments correspondants 
égaux, etc. 

La forme d'un tel raisonnement est évidemment vicieuse; Roberval, (1602- 
1675), dans son Traité des Indivisibles, l'a améliorée en disant qu'il fallait 
considérer une ligne, une surface, un volume comme composés d'une 
infinité de petites lignes, de petites surfaces, de petits volumes. 

Le géomètre anglais Wallis a été le premier à définir la limite d'une 
suite indéfinie de nombres comme on le fait aujourd'hui. Cependant, pour 
démontrer l'existence de la limite on avait recours à des considérations 
géométriques ou à des analogies. Par exemple, dans la quadrature des 
aires limitées par des courbes, dans la rectification des arcs, on admettait 
à priori l'existence de la mesure d'une aire ou de la longueur d'un arc 
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de courbe. Un changement décisif dans cette manière de procéder est dû 
à Cauchy qui, avant de chercher des aires, des arcs, etc., définit nettement 
l'intégrale définie et en démontre l'existence. 



Pour établir la convergence d'une suite indéfinie de nombres vers une 
limite, on a le caractère général de convergence^ (*) ; il comprend les 
théorèmes (89) et (90) comme cas particuliers. La démonstration de tout 
caractère de convergence (•) suppose une théorie complète des nombres 
irrationnels. 

La màhode des limites, qui est si féconde, consiste à conclure, de 
relations existant entre des variables, des relations analogues entre les 
limites des variables. Le passage à la limite repose sur des principes qui 
ont été établis ci-dessus (91-94). Voici encore quelques remarques qui 
trouvent souvent leur application. 

Une variable ne peut tendre en même temps vers deux limites 
différentes. Car si x tendait à la fois vers a et b, en représentant par c 
un nombre quelconque compris entre a et ^, jc finirait par rester à la 
fois plus grand et plus petit que r, ce qui est absurde. 

Si deux variables x et y tendent vers une même limite, unf troisième 
variable z qui est toujours comprise eutre x et y, a la même limite. 

Si les variables x et y ont respectivement pour limites 2l et h, et si 
l'on a2L > b, les valeurs de x finissent par rester supérieures à celles de y. 

Si les valeurs d^une variable x finissent par rester inférieures à celles 
d^une autre variable y qui tend vers une limite h, \ ne peut tendre vers 
une limite supérieure à b. 



IX. SUR LE THÉORÈME DE D'ALEMBERT. 



On savait que toute équation de degré impair, à coefficients réelsr 
admet au moins une racine de signe contraire à son dernier terme; que 
toute équation de degré pair, à coefficients réels, et se terminant par un 
terme négatif admet au moins une racine positive et une racine négative; 
on connaissait même la résolution complète par la trigonométrie, de 
l'équation binôme, et celle des équations du 2e, 3e et 4e degré. En 
s'appuyant sur de tels cas particuliers les géomètres du 18e siècle 
concluaient, par induction, que toute équation algébrique a au moins une 



(*) Pour la démonstration, voir par exemple : 
J. Tannery, Introduction à la théorie des fonctions d'une variable. 
G. Jordan, Cours d'Analyse de l'Ecole polytechnique. 
Stolz, Vorlesungen iiber allgemcine Arithmetik. 
Mansion, Mathesis, t. V, p. 270. 
Dlni, Pundamenti per la teorica, etc. 
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racine. D'Alcmbert, Euler, Daviet de Foncenex, Lagrange ont cherché en 
vain à établir ce théorème général. 

La première démonstration de ce théorème fondamental de l'algèbre 
fut trouvée en 1797 et publiée dans sa Dissertation en 1799 par Gauss, 
qui fit aussi la critique des essais antérieurs et indiqua le moyen de 
compléter la démonstration de d'Alembert. Gauss est encore revenu sur 
la même question dans trois autres mémoires [Comment. Gôtting. 3, 1816 ; 
Gôtting. Abh. 4, 1850). 

Depuis 1799, on rencontre beaucoup de démonstrations du théorème 
fondamental ; il y en a même qui sont fondées sur des notions de calcul 
intégral ou sur la théorie des fonctions. Les autres peuvent se partager 
en deux groupes principaux : 1. Au moyen de considérations de continuité 
(de nature analytique ou géométrique) ou d'opérations en nombre indéfini 
on approche de plus en plus d'une racine ; 2o on établit que le théorème 
~de d'Alembert est vrai pour une équation donnée, s'il subsiste pour les 
équations de degré impair ou pour celles de degré inférieur. 

Dans le premier groupe, nous citons la première et la quatrième 
démonstration de Gauss. deux démonstrations différentes par Cauchy (*), 
une démonstration purement analytique par Lipschitz (**•, deux démons- 
trations par F. Mertens (**•) et Weierslrass (*•••), une démonstration par 
Mourey (vraie théorie des quantités négatives et des quantités prétendues 
imaginaires) avec des compléments par Liou ville (J. de Math., IV, p. 151). 

Dans le second groupe, nous mentionnons la seconde démonstration 
de Gauss et sa transformation par Kronecker (*****), une démonstration par 
Gordan (•*••••), enfin celle de M. Waiecki (C. R. de l'Ac. des Se, 1883). 



X. CALCUL DES DIFFÉRENCES. 



Le calcul des différences, dont Leibniz a donné quelques commen- 
cements, a été développé par Brook Taylor (Methodus incrementorum, 
1715); les notations actuelles sont dues à Euler (Institutiones calculi 
differeutialis, 1755; traduction allemande par Michelsen). 



(*> Exerc, de Math., Paris 1829, p. 98 (voir aussi Cauchy, Cours d'analyse, Chap. X) ; 
Argand, Atin. de Oergonnc, 1815; J. Ec. Polyt. 1837 (comparer aussi Stumi et Liouville, 
J. de Math., 1836). 

Le lecteur trouvera également ces démonstrations avec des modifications ou des 
compléments) dans les ouvrages de Weber (Lehrbuch der Algebra ; Encycl. der el. Math, 
t. 1), de J. A. Serret, de Camoy, etc. 

(**) Lehrbuch der Analysts, Bonn 1877. (Voir aussi P. Manston, Anii. de la Soc Se. 
à Bruxelles, 1880). 

(***) Wiener Abh., 1888, 11^ et Monatsh. f Math, 1892 

(****) Berl. Ber., 1891. Comparer aussi Ch. Meray, Bull, de Darboux, 1891. 
(•••••) Crelle, 1882. 

(******) Math. Ann. 1876, p. 572 ; Invariantententheorie, I, p. 166, Voir aussi EUiot, 
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ERRATA 



Pages 



17, 
20, 
33, 
45, 
46, 

48, 

55, 
56. 



59, 
65, 
94, 
97, 

101 

118, 

138, 

142, 
167. 

» 

170, 
172, 
199, 
201 



(Ligne 3, signifie ligne 3 en remontant.) 
ligne 4, au lieu de : intervenir, lire : intervertir. 



m 



m 



ligne 2, au lieu de : v ^ , lire : v^. 

exercice 13, au lieu de : d^Xj lire : (f]fi. 

ligne 3, au lieu de : (Og + d. + r,.)» Hre : {a. \ do +e.). 

au bas de la page, lire : <J =. 

§ 64, lire : les mineurs de D' sont proportionnels aux 
éléments correspondants de D. 

§ 67. U formule (1) est : (DJ,) = — 2" A^ x^ jc'^ ; Tégalité 
suivante est : (DJ.) =- x, B, + ... 

exercice 26, au lieu de C?, lire Cn. 

exercice 27, les déterminants qui viennent après la ligne : 
« En effet, si l'on considère les déterminants », doivent 
être suivis d'une virgule (au lieu d'un point). 

gne 1, au lieu de a x^, lire : art x^. 

gne 11, au lieu de G, lire: G. 

gne 1, au lieu de: F(x) — x^, lire : F{x) ^ x\ 

gne 2, au lieu de : coordonnées, lire : ordonnées. 

gne 10, lire : Fiix) -= (x — cYF.^(xy 

e ligne de § 136, au lieu de : Bgj;™-', lire : B.^y 

gne 1, au lieu de: F( — ), lire : F( — 1). 

(fl). 



,m— a 



gne 7, au lieu de : y^F"(a), lire : -j^ F'" 



gne Î2, lire : AoX" -f A^x^'-y + ... + Am-^xy''-' -f- etc. 

gnes 4 et 3, au lieu de : (x — ayy \ lire (x — ayy'-\ 

gne 6, au lieu de : descriminant, lire : discriminant. 

gne 14, lire: On en conclut. 

exercices 7 et 8, au lieu de: p. 193, lire: p. 192. 

§ 218. Donner à l'équation x*' — 1 =- de la 4e ligne 
de ce § le no (3j. 



Pages 

202. 



208, 

209, 

223, 

227, 
229, 

245, 

246, 
252, 

258, 

267, 

268, 

269, 
276, 
285. 
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ligne 10, au lieu de: racine xommune, lire: racine 
commune a autre que l'unité. 



ligne 1, le dernier radical est 



V 4 ^27 



ligne 1, au lieu de: )/'^ + ^' "''^ 1^^ + 27* 
Ire ligne du § 237, lire : Lorsqu'on connaît. 

gne 8, au lieu de : û + A, lire : et û + A. 

gne 11, au lieu de: intervale, lire: intervalle. 

gne 14, au lieu de: . . „ . .., > lire 



1 (J^^ + D* 

nale de Texercice 2, lire: jc = 0. 
gne 6, au lieu de : Ag^o, lire : A^/Zq- 

gne 4, lire : ^-^ = 0, 579 632 678 9. 

gne 4, au lieu de + p^^ lire: + 3 p^. 



2 (x» + \y 



gne 16, au lieu de: —7» lire: 



X- 



œ 



gne 13, au lieu de: Or, lire: a'. 

gne 7, au lieu de x^ par 5p, lire: 5^ par 5p. 

gne 5, supprimer les mots: on verra comment 
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